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EXTRAIT DE L’AVANT-PROPOS 
À LA PREMIÈRE ÉDITION RUSSE 


La complexité sans cesse croissante des systèmes automatiques 
et des complexes de calcul à données discrètes d’une part, et la 
nécessité de satisfaire à des exigences — souvent contradictoires — 
de fiabilité, poids, encombrement, rapidité de fonctionnement 
et réalisation dans des délais acceptables d'autre part, rendent 
absolument indispensable le recours sur une grande échelle à la 
formalisation et à l'automatisation de toutes les étapes de la con- 
ception. Les méthodes intuitives basées sur l'expérience de l’ingé- 
nieur sont mises en défaut lorsqu'il s’agit de rechercher des solutions 
proches des optimales et ceci dans des délais très restreints. Or, 
l'appareil développé de la logique mathématique et de la théorie 
des automates pourrait bien venir en aide au chercheur. Cependant 
les chercheurs n’en profitent que rarement. À notre avis, la cause 
en est que la littérature disponible soit n’aborde que l'aspect essen- 
tiellement théorique des choses, soit ne traite que de questions 
d'utilité restreinte. Le but que s’est fixé l’auteur du présent ouvrage 
est d'essayer de combler le fossé entre la théorie ct la nécessité prati- 
que, de mettre les acquis de la théorie des automates à la portée du 
concepteur des systèmes numériques. 

L'ouvrage expose les techniques de synthèse permettant de 
réaliser des automates microprogrammés complexes, à grand nombre 
d'entrées et de sorties et à un nombre d'états internes de l’ordre de 
quelques centaines. [Il ne requiert aucune connaissance préalable 
dans ce domaine : toutes les notions et définitions indispensables à la 
compréhension de la théorie sont données dans les chapitres limi- 
naires. Un grand nombre d'exemples tirés de la pratique de l’ingé- 
nieur facilitent l'assimilation de l'exposé. Chaque fois qu'il a fallu 
faire un choix entre le concret et la rigueur de l'exposé, l’auteur 
a opté pour le concret. Le cadre restreint du livre nous a obligés 
à sauter toute une série de questions des automates numériques et 
des circuits logiques. Le lecteur désireux d’en connaître plus consul- 
tera avec profit les monographies bien étoffées de M. Gavrilov, 
V. Glouchkov, A. Zakrevski, V. Lasarev, A. Mélikhov, D. Pospélov, 
E. Yakoubaïtis et autres. 


S. Baranov 


Janvier 1973 


EXTRAIT DE L’AVANT-PROPOS 
À LA DEUXIÈME ÉDITION RUSSE 


Cinq ans se sont écoulés depuis la parution de la première édition 
de la « Synthèse des automates microprogrammés ». lien qu’on 
observe ces dernières années une certaine stabilité dans le domaine 
des modèles mathématiques des systèmes numériques, l’auteur n’en 
a pas moins tenu à reviser la première édition et à la compléter de 
nouveaux chapitres (chapitres 1, 3, 4, 10). Le chapitre 3 est con- 
sacré au problème de la recherche du recouvrement minimal fermé, 
auquel se ramène non seulement le problème de minimisation d’auto- 
mates partiels, mais aussi bon nombre de problèmes importants dé- 
passant le cadre de la théorie des automates. En ajoutant à cette 
nouvelle édition des paragraphes traitant de la décomposition des 
automates (chapitre 4) l’auteur a voulu attirer l'attention sur ce 
domaine prometteur et stimuler les recherches dans cette direction. 
Les matières exposées dans le chapitre 10 sont Île fruit des efforts 
déployés ces dernières années par de nombreux chercheurs dans le 
domaine de la synthèse d'automates de commande avec des matrices 
logiques programmables. Les éléments de théorie des ensembles 
(chapitre 1) sont inclus dans cette deuxième édition afin de conférer 
à l'ouvrage un caractère autonome du point de vue mathématique. 


S. Baranov 


Février 1976 


AVANT-PROPOS À L’ÉDITION FRANÇAISE 


En vue de la traduction en français de la « Synthèse des auto- 

mates microprogrammés » (Léningrad, « Energuia », 1979), l’auteur 
a apporté au texte quelques corrections et modifications, a entière- 
ment remanié le chapitre 10 et a ajouté le chapitre 11, consacrés 
l'un et l’autre à la réalisation matricielle et à la synthèse des auto- 
mates microprogrammés avec des matrices logiques program- 
mables. 
L'inclusion de ces matières dans l’ouvrage s'imposait, vu les grands 
succès réalisés les 10 dernières années dans le domaine des circuits 
intégrés, succès qui ont abouti à l'intégration à grande échelle 
(IGE) — à la conception de circuits microminiaturisés dont un 
<ristal renferme des dizaines de milliers d'éléments. Or, réaliser 
des dispositifs concrets sur la base d’un cristal comportant un nombre 
colossal d'éléments est un problème extrêmement compliqué. 

Une première approche de la solution de ce problème consistait 
à réaliser des circuits « sur commande » (on aurait pu dire «sur 
mesure »), destinés à équiper tel ou tel matériel concret. La fabrica- 
tion des circuits microminiaturisés sur commande étant un processus 
long ct onéreux, faisant appel à des systèmes complexes homme — 
machine de synthèse automatique, on conçoit que ces techniques 
ne sont acceptahles qu’à condition de fabriquer ce matériel en 
série. 

Des assemblages de microprocesseurs qui sont des blocs de circuits 
microminiaturisés permettant de réaliser des fonctions complexes 
des systèmes numériques sont venus pallier les insuffisances et les 
défaillances des circuits IGE faits sur commande. Avec ces « bri- 
ques » on peut bâtir, par des techniques beaucoup plus simples, des 
microcalculateurs qui ont connu ces dernières années des progrès 
spectaculaires et pénétré dans des systèmes de commande diversement 
spécialisés. 

Le microprocesseur est un dispositif universel capable de réaliser 
diverses fonctions logiques. Cependant, la réalisation, par les moyens 
du logiciel, des algorithmes de commande complexes prend beaucoup 
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de temps, de sorte que le microprocesseur n'assure pas toujours la 
rapidité requise. C’est ce qui explique l'intérêt croissant pour les 
matrices logiques programmables (MLP). Celles-ci représentent des 
circuits microminiaturisés alliant la régularité de structure d’une 
mémoire à transistors à l’universalité du microprocesseur. Les MLP 
ont sur les microprocesseurs l’avantage d'assurer une réalisation plus 
rapide d’algorithmes de commande complexes, surtout lorsque 
l'information à retenir provisoirement n'est pas trop volu- 
mineuse. 

L'adjectif « programmable » dans la dénomination matrices logiques 
programmables insiste sur la possibilité de les programmer, à la 
façon des mémoires à transistors. Cette méthode de structuration 
des MLP est proche de la méthode intuitive de synthèse des cir- 
cuits logiques, lorsqu'on n’a pas recours à des modèles mathémati- 
ques formels. D'autre part, les recherches des spécialistes (dont 
l’auteur du présent ouvrage) ont prouvé que les méthodes de la théo- 
rie des automates non seulement permettent de simplifier et d’accélé- 
rer les travaux de conception, mais aussi de résoudre parallèlement 
des problèmes d'optimisation auxquels on est souvent amené au 
cours des travaux. 

Conseils au lecteur. Les lecteurs ne recherchent évidemment 
pas tous le même but en abordant la lecture de notre ouvrage. Le 
matériel est présenté de façon à permettre au lecteur désireux d’en- 
trer au plus vite dans le vif du sujet qui l’intéresse d’omettre en pre- 
mière lecture certains paragraphes et même des chapitres en- 
tiers. 

Ainsi, par exemple, si l’on veut se familiariser avec la théorie 
des automates dite « classique », il suffit de lire les chapitres 2 à 9; 
la théorie des schémas opératoriels d’algorithmes est exposée dans 
les chapitres 6 et 7. Le lecteur désireux d'apprendre en premier lieu 
les techniques de la synthèse des automates microprogrammés 
complexes peut se borner à la lecture des chapitres 2, 5, 6, 8, 
suivant le procédé de réalisation du circuit logique qui l’intéresse. 
On peut de surcroît omettre, en première lecture de ces quel- 
ques chapitres, les $$ 2-3, 2-4, 5-5, 5-6, 6-4, 6-5, 6-6 et 8-3. Si l’on 
est intéressé uniquement par la synthèse des automates avec des 
MLP, les $$ 2-1, 2-2, 5-1, 5-2, 5-4, 6-1, 6-2, 8-1, 8-2, 10-1, 10-2, 
11-1, 11-2 suffisent. Dans tous les cas on suppose que le lecteur con- 
naît les éléments de théorie des ensembles, ne serait-ce que dans le 
volume très restreint du premier chapitre. 

Conseils au professeur. L'ouvrage est issu du cours oral que 
l’auteur a professé pendant une dizaine d'années à l’Institut de la 
mécanique de précision et de l’optique de Léningrad, ainsi que dans 
le cadre de divers programmes de recyclage de professeurs et d’ingé- 
nieurs se spécialisant dans le domaine de l’automatique et du calcul 
numérique. Ce cours étalé sur deux semestres contenait tout le 
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matériel du livre, sauf quelques sections des chapitres 3, 4 et 7. 
Tout professeur sait par expérience que donner un cours concis est 
une gageure. Le cours le plus concis (de 16 heures) sur la synthèse 
des automates avec des MLP que l’auteur ait lu comprenait le 
matériel des $$ 2-1, 2-2, 5-1, 5-4, 6-1, 6-2, 8-1, 9-1, 10-1, 11-1, 11-2. 

L'auteur exprime sa profonde reconnaissance à ses amis, collè- 
gues, élèves pour leurs remarques et suggestions. Il tient à remercier 
cordialement Mme L. Jouravina, candidat ès sciences techniques, 
pour la rédaction des programmes et l'étude de la plupart des algo- 
rithmes exposés dans l’ouvrage ainsi que pour la préparation du 
manuscrit à la publication. 


S. Baranov 
Octobre 1982 


CHAPITRE PREMIER 


ÉLÉMENTS DE THÉORIE DES ENSEMBLES 


1-1. L’ensemble 


En mathématiques modernes, la notion d'ensemble est une notion 
première, qui n’est pas introduite à partir d’autres notions. Par 
ensemble on entend un groupement (on dit aussi famille, collection, 
classe) d'objets, dits éléments (membres, ou points) de cet ensemble. 
Un ensemble est défini par ses éléments. On peut parler de l’ensemble 
des pages d’un livre, de l’ensemble des lettres d’une page, de l’en- 
semble des lecteurs du présent ouvrage (on voit d'emblée qu'un 
ensemble peut ne pas avoir d'éléments), de l’ensemble des nombres 
réels, etc. Si l’on veut donner un ensemble, l'essentiel est de donner 
des règles qui permettent de dire si tel objet est bien (ou non) élément 
de l’ensemble dont il s’agit. 

Pour écrire que a est élément d’un ensemble À (on dit aussi 
« a appartient à À ») on utilise la notation: a € À. 

Le contraire, c’est-à-dire « a n'appartient pas à À », est noté 
a 6 À. 

Un ensemble est dit fini s’il contient un nombre fini d'éléments 
et infini dans Île cas contraire. 

Deux ensembles À et B sont égaux (ou identiques) (A = B) si et 
seulement s'ils sont formés des mêmes éléments. Pour s'assurer de 
l'égalité de deux ensembles il suffit de vérifier que a € À entraîne 
a E B et, inversement, b € B entraîne b € À. 

Le plus souvent, pour représenter un ensemble, on utilise l’un 
des procédés suivants: 

1. On énumère tous ses éléments qu’on écrit dans une accolade 
séparés par une virgule. Par exemple, 


A = {a:, do) As}. 


On peut permuter les éléments d’un ensemble sans que celui-ci 
change. Aïnsi, les ensembles {1, 3, 5} et {1, 5, 3} sont identiques. 
Il est clair que par ce procédé on ne peut donner que des ensembles 
finis et dont la liste des éléments n’est pas trop longue. En principe, 
on aurait pu donner de la sorte l'ensemble des nombres entiers de 
1 à 109, n'était la longueur de la liste de ses éléments. 
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2. On donne le symbole de l’élément général, avec l'énoncé de la 


propriété commune à tous les éléments de l’ensemble que l’on veut 
définir : 


A ={a | a possède la propriété Q}. 


Le trait vertical placé après a se lit « tels que »,fi.e. À est l’en- 
semble des éléments tels qu’ils possèdent la propriété Q. Par exemple, 
si N = 1, 2, 3, ..., alors À ={a | a = 2n, n € N} est l’ensemble 
des nombres pairs. Parfois, les ensembles infinis sont définis par 
leurs quelques premiers éléments; la propriété commune à tous les 
éléments est alors énoncée implicitement. Ainsi, on peut donner 
l’ensemble des nombres pairs en écrivant À = {2, 4, 6, 8,...}. 

On dit qu’un ensemble À est un sous-ensemble d'un ensemble B 
(ou « À est contenu dans Z? », ou encore « À est une partie de B », 


ou « B contient À »)si et seulement si tout élément de À appartient 
à B. Notations: 


A<B ou B 2 4. 


Un ensemble ne possédant aucun élément (ce qu’on,exprime 
encore en disant que le nombre de ses éléments est nul) est appelé 
ensemble vide et noté @. La notion d'ensemble vide est nécessaire 
non seulement pour simplifier diverses définitions, mais aussi pour 
n’avoir pas à mentionner chaque fois, au cours des opérations sur les 
ensembles (voir plus bas), si tel ou tel ensemble est vide ou non. 
D'ailleurs, on peut ne pas le savoir d'avance. Par exemple, sans avoir 
regardé la page 173, on ne peut pas dire si l’ensemble des figures 
y est vide ou non. Pourtant, la notion d'ensemble des figures des 
pages 173, 174 et 175 a un sens. Autre exemple: jusqu’à présent 
(du moins jusqu’au moment où j'écris ces lignes et non quand mon 
livre sortira des presses) on ne sait pas si l’ensemble des racines 
entières de l’équation 2° + y" = z" pour n > 2 (problème de Fer- 
mat) est vide ou non. 

Par définition d’un sous-ensemble, l’ensemble vide est évidem- 
ment un sous-ensemble de n'importe quel ensemble, vu que tous 
ses éléments (inexistants par définition) sont des éléments de tout 
ensemble. Tout ensemble étant en même temps un de ses sous-en- 
sembles (4 = À), il en est de même de l’ensemble vide: gg = @. 

Le nombre de tous les sous-ensembles possibles d’un ensémble 
2. quelconque composé de nr éléments est 27. Ainsi, l’ensemble 

A ={1, 2, 3} a huit sous-ensembles: @, {1}, {2}; {3}, {1, 2}, 
{1, 3}, {2 3}, {1, 2, 3}. L'ensemble vide @ et l’ensemble À lui- 
même sont les seuls sous-ensembles impropres de À, tous les autres 
sous-ensembles énumérés en sont les sous-ensembles propres. 
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I1 faut faire la distinction entre l’élément «a et l’ensemble à un 
élément {a}. Dans cet ordre d'idées, l’ensemble {@ } n’est pas vide 
(S@ {©}, mais est un ensemble à un élément : son unique élément 
est l’ensemble vide. Quelques exemples: 


1. A =44, 2, 3, 4}: 164: 3€A:; 1, 3} A: {, 3} A. 
2. B ={1, 2, {3}};, 16€B;, 36B; {,2}=B; {2}=B; 
{8} B; (}€B. 
= {1,2, {1,2}}; (1, 2}EC; (1, 2}=cC. 
{9, {9S}}: SED:{S}ED;{S}<= D (en raison de 


€D D); GS<D (l ensemble vide étant sous-ensemble de 
tout Ne 


3. C 
4. D 
© 


1-2. Opérations sur les ensembles 


Nous aurons besoin par la suite de la notion d'ensemble universel. 
Dans une théorie mathématique (et non seulement en mathématiques) 
il est souvent utile d'introduire en considération un ensemble U 
aussi vaste que tous les ensembles possibles en seront des sous-en- 
sembles; on l’appelle ensemble universel, ou univers, ou référentiel. 


U 
qe 
Fig. 1-1. Intersection de Fig. 1-2. Réunion de deux 
deux ensembles ensembles 


À noter que la notion d'ensemble universel n’est pas une notion 
absolue : son contenu change suivant le domaine concret. Ainsi, en 
arithmétique, l’ensemble universel est l’ensemble À des nombres 
rationnels. Encore un exemple, choisi dans un domaine autre que 
mathématique: s’il s'agit d'appliquer telles ou telles mesures dans 
le cadre d’une Ecole supérieure, il est commode de prendre comme 
ensemble universel l’ensemble des élèves de cette Ecole et non celui 
de toute la ville ou de tout le pays. 


L'intersection de deux ensembles À et B, notée À f\ B, se définit 
comme suit: 


ANB={al|atAetacB}. 


On représente cette opération à l’aide d’un diagramme de Venn 
(fig. 1-1). Le référentiel U et les ensembles À et B sont les ensembles 
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des points des figures planes limitées par des courbes fermées cor- 
respondantes. La zone hachurée est À NB. 

La réunion de deux ensembles, notée À |J B, se définit comme 
suit (fig. 1-2): 


A UB ={alatAoua€tB}. 
Le complémentaire de À dans U, noté À, est une opération unaire 
(fig. 1-3): 
À ={a|aeUetaé A}. 
La différence de deux ensembles À et B, notée À X B, se définit 
comme suit (fig. 1-4): 
ANXNB={ala€tAetaéB}. 
Il est clair que À = U X À. 
On notera que toutes ces opérations sont fermées dans U : en 


effet, aussi bien les opérandes que les résultats des opérations appar- 
tiennent à U. 


LCL 


77 
# S 
SÉAS 
PAP 


Fir. 1-3. Complémentaire Fir. 1-4. Différence de deux 
de l’ensemble À ensembles 
Les opérations d’intersection et de réunion étant associatives: 
A NBNAC=ANGNC); 
(4 UB)UC=AU(GBUC), 


on” définit de manière analogue l'intersection et la réunion d’un 
nombre quelconque d’ensembles : 


AN 4n... NA: 


s 123 
> 


AU AU +. U4n = Ù Ar 


Pour définir le produit de deux ensembles nous aurons besoin 
de la notion de cortège (vecteur), encore une notion première en 
mathématiques modernes. À cette notion est associée celle de compo- 
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sante (coordonnée). On appelle couple un cortège de deux composantes, 
triplet un cortège de trois composantes, n-uplet un cortège de n 
composantes; on définit un cortège à nr composantes en énumérant, 
entre parenthèses, tous ses éléments. Exemple : & = (a;, as, . . ., a). 

A la différence d’un ensemble dont tous les éléments sont dis- 
tincts, un cortège peut comporter plusieurs occurrences d’une compo- 
sante. Exemple: (1, 2, 1, 3, 2) est un cortège à cinq composantes. 
Le nombre de composantes d’un cortège est sa longueur. 

Deux cortèges sont égaux lorsqu'ils sont de même longueur et 
ont égales composantes à des places de même numéro. Ainsi, étant 
donné (@3, GA», . . ., An) = (@j, @, - . ., An), ON à a; = ai pour 
tous les à = 1, ..., n. Soit, par exemple, des cortèges à = (1, 2, 
3, 2, 4) ; B _… (1, 2, 3, 2); 7% — (1, 2 3, 2, 4), Ô = (1, 2, 3, 1, 4), 
on voit que à« = y, mais a = $ et « = Ô. 

Soient À et B deux ensembles. On appelle produit de ces deu À 
ensembles, et l’on note € = À X B, l’ensemble 


C ={{(a, t)la€A,bEB} 


formé des couples (a, b). L'ensemble C comporte mn éléments, 
m et n étant respectivement les nombres des éléments de À et B. 
L'ensemble 


C'={(as a) | EA et a EA} 


formé des couples ordonnés des éléments de À sera appelé le carré 
de l’ensemble À et noté 4°. 


Si À:, ..., À, sont des ensembles, on entend par leur produit 
l’ensemble 


n 
B=A,X A X .. X A= X A = (ar CC Zn) | ai € A4, ...) an E Ah} 


formé des cortèges de longueur x tels que a; € A;. Soit À —{1, 2}, 
B= {a, b,c}. On a A X B=4{(1, a), (1, b), (1, c), (2, a), (2, b), (2, c)}. 
Il est clair que AXBÆBXA; AXxX(BXC)æÆ(A X B) x 
XCÆA XB XC; A'i xX Arr =£ Aritre, 


1-3. Correspondance. Fonction. Relation 


On appelle correspondance binaire entre un ensemble À et un 
ensemble B un sous-ensemble P tel que P & À X B. L'ensemble À 
est dit domaine de départ et l’ensemble B, domaine d'arrivée de la 
correspondance P. 

Dire qu'il y a correspondance entre À et B, c'est dire qu’à des 
éléments de À (éventuellement à tous les éléments de À) correspon- 


2—0723 
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dent des éléments de B. Soit, par exemple, À = {1, 2, 3, 4, 5}; 
B = {a, b, c, d,e, f}; définissons une correspondance P comme 
suit: P —{(1, a), (3, a), (3, b), (3, c), (4, c), (5, b), (5, e)}. Les 
correspondances sont susceptibles de plusieurs représentations, nous 
en allons utiliser deux : par tableaux (fig. 1-5) et par flèches (fig. 1-6). 


f 

: 1 a 
d 2e 

: S C 
4 ed 
& 9 e 
1 2 3 4 5 of 

Fig. 1-5. Graphe de la corres- Fig. 1-6. Représentation 

pondance P par flèches de la corres- 

pondance P 


Soit À un ensemble. On appelle relation binaire sur À un sous- 
ensemble R tel que À & AÀ°, i.e. un sous-ensemble du carré de À. 
La relation binaire est donc un cas particulier de la correspondance 
où l’ensemble de départ est égal à l’ensemble d'arrivée. Si D est 


5) y 


Fig. 1-7. Courbes des relations R, (a) et R, (b) 


l’ensemble des points d’une droite, D° est un plan. Une relation 
quelconque sur D peut être considérée comme un ensemble de points 
marqués sur ce plan. Deux relations R, ={(x, y) | x° + y? = 1} et 
R;: ={(x, y) | y = x*} sont représentées graphiquement sur la figu- 
re 4-7, a et b respectivement. 

Il y a deux correspondances triviales entre deux ensembles 
À et B: 

—" l’ensemble À. X B (partie pleine de À X B): 

— le sous-ensemble vide @ = À X B (correspondance vide). 
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Deux correspondances P, Q entre À et B peuvent vérifier une 
relation d’inclusion P = Q. Les correspondances étant des ensembles, 
on définit la notion d'égalité de correspondances: deux correspon- 
dances P et Q sont égales si et seulement si elles sont constituées 
par les mêmes éléments. On peut effectuer sur les correspondances, 
considérées comme sous-ensembles de À X Z}?, les opérations f\, {, 
NX, la complémentation. En tant que sous-ensembles de À X B 
ou de 4°, et non des ensembles quelconques, les correspondances et 
relations possèdent quelques propriétés spécifiques que nous allons 
indiquer. Tout ce qui sera dit des correspondances se rapporte aux 
relations, qui en sont des cas particuliers. 

La première (seconde) projection d’un couple & = (a, b) est égale 
à sa première (seconde) coordonnée : 


pr; (à) = a; pre (à) = b. 


Si PS À X B est une correspondance, ses projections pr, (2) 
et pr, (P) sont définies comme suit: 


pri (P) —{a | a = pri (à) pour aE€P}; 
Pro (P) ={b | b = pr, (à) pour à € P}. 


Pour la correspondance P=— {(1, a), (3, a), (3, L), (3, c}, (4, c), 
(5, b), (5, e)} (fig. 1-5 ou 1-6) les projections première et scconde 
sont Pr: (P) — {1, 3, 4, 9}; Pro (P) — {a, b, C, e}. 

. Étant donnée une correspondance P = À X B, on appelle 
Pr1 (P) son domaine (ensemble) de définition, et pr, (P) son domaine 
(ensemble) des valeurs. Si À = pr, (P) (i.e. le domaine d'arrivée est 
égal au domaine de définition), on dit que la correspondance P est 
partout (complètement) définie. Si B = pr, (P), on dit que l’ensem- 
ble B est le domaine des valeurs de P ou que la correspondance P 
est surjectir'e. 

Soit P = À X PB une correspondance ; X = pr, (P), Y — pr, (P). 
On dit que P est définie dans À et prend ses valeurs dans B ; X est 
l'ensemble de définition de P et Y, son ensemble des valeurs. 

On appelle image d’un élément À par la correspondance P & 
S À X B, ou la coupe gauche de la correspondance P par l'élément 
a, l’ensemble 


Sa, P)={b|bEeB et (a, b)E P}. 
On appelle image réciproque d’un élément b € B par la correspon- 


dance P = À X B, ou la coupe droite de la correspondance P par 
l'élément b, l’ensemble 


S,(P, b)={ala€A, et (a, b) EP}. 
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Si 4” © À, on appelle image de l’ensemble À” par la correspon- 
dance P = À X B (coupe gauche de la correspondance P par l’en- 
semble 4’) l’ensemble 


Si (4, P)= U Si(a, P). 
acÀ’ 


Si BP = B, on appelle image réciproque de l’ensemble B” par la 
correspondance P = À X B (coupe droite de P par l’ensemble B°) 
l’ensemble 


S,(P, B')= U Sr (P, b). 


Pour la correspondance considérée (fig. 1-5, 1-6), S,(3, P) = 
=, dc}; Su, P) ta); Si P) = 2: S,.(P, a) ={1, 3); 
S,(P, d) = S.(P,f)æÆ @. Si RTL 2,4) d: B' 
={b, c, d) = B, ee (4, P)={a, c}; S, (P, B') ={3, 4, 5}. 

Soit a = (a, L)E À X B. Le couple à -! — (b, a) EB X À est dit 
symétrique du couple & ; l'opération par laquelle on fait correspondre 
à des couples & € À X B les couples symétriques porte le nom de 
symétrisation. 

SiP = A X B, la symétrique de P, notée P -!, n’est autre que 
le sous-ensemble de B X À formé des couples symétriques des cou- 
ples de P: 


P-1={(b, a) |aEA,bEB, (a, b)EP}. 


Dans notre exemple, P-1 ={(a, 1), (a, 3), (b, 3), (b, 5), (c, 3), 
(c, 4), (e, 5)}. On constate que par symétrisation, la première pro- 
jection de P devient la seconde projection de.P -!, les coupes gauches 
deviennent droites, les coupes droites, gauches, et ainsi de suite. 

Soient trois ensembles À, B, C et deux correspondances P = 
= A XB et QZ=B x C. La correspondance R = À X C, dite 
composée de P et ©, se définit comme suit: 


R = PoQ=#{(a, c) lil existe un bEB tel que 
(a, b)EP et (b, c)EQ}. 


Exemple. À ={1, 2, 3, 4}; B ={a, b, c};, C = {u,v,w,x,y} 
et P —={(1, b), (1, c), (2, a), (4, a), (4, c)};, Q = {(a, u), (a, x), 
(, w), (c, v), (ce, y}: R=P°Q=4{(4, w), (1 v), (, y), (2, u), 
(2, x), (4, u), (4, x), (4, v), (4, y)}. Il est évident que la composée 
P © Q n'est pas vide que si pr, P f\ pr, Q  @. Dans le cas contraire 
elle est indéterminée. 

On montre facilement que la composition des correspondances 
est associative, i.e. (Po QT = Po(QoT), P, Q, T étant des 
correspondances. 

Soient À un ensemble et R = A* une relation binaire. Construi- 
sons un graphe ayant pour sommets les éléments de À ; deux sommets 
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a; et a; seront réunis par une flèche dirigée de a; vers a; si (a;, a;) € 
€ R. La figure 1-8 montre le graphe de la relation P —{(1, 1), 
(1, 2), (1, 3), (2, 3), (3, 2), (3, 3)} définie sur l’ensemble À — 
— {1, 2, 3}. Il est clair qu'à chaque relation correspond un graphe 
unique défini comme ci-dessus, par conséquent, la théorie des graphes 
orientés et la théorie des relations binai- 
res sont au fond une même théorie. 
Une correspondance @ = À X B est 
dite fonctionnelle, ou fonction, lorsque la 
coupe gauche de œ@ par tout élément 
comprend au plus un élément. On voit 
que la correspondance de la figure 1-6 
n’est pas une fonction, puisque les élé- 2 
ments 3 et os de son ensemble de défini 
tion ont plus d’une image. Pour la même 
raison, la correspondance montrée sur Fig. 1-8. Exemple de gra- 
la figure 1-7, a n'est pasune fonction Phe d'une relation binaire 
non plus : chaque élément de son domaine 
de définition, sauf x — —1 ct x — 1, admet deux images. Quant 
à la correspondance de la fig. 1-7, b, elle est bien une fonction. 
Une fonction est dite définie partout, ou application, lorsque son 
ensemble de définition se confond avec son ensemble de départ: 


A = pr, y. Dans le présent ouvrage, les fonctions seront désignées 
comme suit: 


P 
p: AB; AB; x); y—=ep (x). 


On dit que q est une surjection si et seulement si son ensemble 
d'arrivée est égal à son ensemble des valeurs: 3 = pr, ç. On dit 
que æ est une injection si deux éléments distincts de À ont des images 
distinctes: si 2, 2», alors f (x;) Æ f (x2). On dit que œ est une 
bijection, ou une application bijective, si q cst à la fois injective et 
surjective. On l’appelle souvent également application biunivoque. 


1-4. Relations d'équivalence et d’ordre 


Soient À un ensemble et À une relation binaire dans À. Au lieu 
d'écrire (a, b) € R nous ferons parfois l’usage de la notation ab. 
Citons quelques propriétés des relations binaires: 

1. R est réflexive si aRa pour tous les a € À; 

2. R est antiréflexive *) si (a, a) é R pour tous Is a € À; 

3. R est symétrique si aRb cniraîne LRa; 

4. R est antisymétrique si aRb et CRa entraînent a = bd; 


*) Il ne faut pas confondre les notions de relation non réflexive et de rela- 
tion antiréflexive. Dans le premier cas, la relation aRa peut être vraie pour cer- 
tains a € À (mais pas pour tous). 
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o. R est transitive si aRb et bRc entraînent aRkc. 

Si une relation binaire R est à la fois réflexive, symétrique et 
transitive, on dit que À est une relation d'équivalence. Exemples de 
relations d'équivalence: 

1. La relation d'égalité dans À, dite diagonale de À. 

2. La relation binaire R — A* (partie pleine). 

3. La relation « faire la même année» dans l’ensemble des 
étudiants d'une faculté. 

4. La relation « donner le même reste de la division par 3» 
(congruence mod 3). 

o. Soit une application f: À — Y. Définissons dans l’ensemble X 
une relation À telle que x,Rzx, ait lieu si et seulement si f (x;) = 
— f (x,). On montre facilement que À est une relation d'équivalence. 

Chaque relation d'équivalence donnée sur un ensemble À définit 
une partition de À en classes d'équivalence, sous-ensembles non vides 
de À, disjoints deux à deux et dont la réunion est l’ensemble À. 
Autrement dit, {B;,, ..., B,} est une partition de À (B; & À), 
si et seulement si on a: 


ñn 
14. A=— U B; ; 
i=1 


2. B;NB,=@ pour iÆ)j; 
3. B; = g. 


La notion de partition permet de définir celle de relation d'équi- 
valence : une relation À définie sur un ensemble À est une relation 
d'équivalence si existe une partition {B;, . .., B,} de l’ensemble À 
telle que aRb est vraie si et seulement si a et b sont éléments d’un 
même sous-ensemble de cette partition. On dit dans ce cas que À 
est la relation d'équivalence pour la partition considérée, tandis que 
B;, ..., B, sont les classes d'équivalence suivant À. Nous revien- 
drons aux partitions pour les traiter en détail au chapitre 4. 

Une relation binaire À définie sur un ensemble À est appelée 
relation de préordre, ou relation d'ordre partiel, si elle est réflexive, 
transitive et antisymétrique. Notation: <. Exemples d'ordre par- 
tiel : 

1. La relation < (au plus égal) sur l’ensemble des nombres 
entiers. 

2. La relation = (inclusion) sur l’ensemble des parties d'un 
ensemble. Exemple: soit À —={1, 2, 3}, l’ensemble de ses parties 
comporte 8 éléments: {{@}, {1}, {2}. {3}, {1, A {1, 3}, HA 3}, 

1, 2, 3}}. On a les inclusions: {1} = {1, 2}; {1} = {1, 3}; 
1, 2} = {1, 2,3}; = (toute partie de A): {1, 3} «{1, 3}, 
mais {1} {2}: {A 2} {{, 3}, etc. 

3. La relation « être descendant » sur l’ensemble des hommes 
existant ou ayant existé sur Terre. 
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4. L'hiérarchie sur l’ensemble des postes d’une entreprise. 

o. La relation « être diviseur de » sur l’ensemble des nombres 
naturels. 

En plus d’être réflective, antisymétrique et transitive, une rela- 
tion À peut vérifier la condition de dichotomie : pour deux éléments 
quelconques a, b € À, on a soit aRb, soit bRa. La relation R est 
alors une relation d'ordre total. Dans ce cas, deux éléments quelcon- 
ques de l’ensemble sur lequel est définie une relation d'ordre total 
sont ordonnés. 

Une relation antiréflexive, antisymétrique et transitive est une 
relation d'ordre strict (notation: <<). Si deux éléments quelconques 
de l’ensemble sur lequel on a défini une relation d'ordre strict sont 
ordonnés, la relation en question est une relation d’ordre total strict. 
Une telle relation vérifie la condition de trichotomie: pour tout cou- 
ple d'éléments a, b € À on a soit a << b, soit b < a, soit a = b 
(a et b est même élément). 

Un ensemble À sur lequel on a défini une relation de préordre est 
dit ensemble partiellement ordonné, ce que l’on note (4, <). On défi- 
nit de façon analogue des ensembles totalement ordonnés, des en- 
sembles strictement ordonnés (notation: (4, <)) et des ensembles 
totalement strictement ordonnés. Donnons encore quelques exemples 
de relations d'ordre. 

6. La relation d’inclusion stricte (&) sur l’ensemble des parties 
d’un ensemble est une relation d'ordre stricte. Pour l’ensemble de 
l'exemple 2, on a {1} {1, 2}; {1, 2} € {1, 2, 3}; @ € (toute 
partie de À), mais {1, 3} {1, 2}; {1} g {2}; {1, 2} Œ {1, 3}, 
etc. 

7. La relation << (strictement inférieur à) sur l’ensemble des 
entiers est une relation d'ordre total strict. 

8. Soit (4, <) un ensemble totalement ordonné. Définissons 
sur l’ensemble A” de vecteurs à rz composantes une relation d'ordre 
lexicographique Z de la façon suivante. Soient c) = (a, . . ., Gn); 
Cr = (b1, . . ., bn); Cp, Cr E AT; ai, b1EA, i=1,..., n. Alors 
chLc, si pour le plus petit indice à tel que a Æ b;jon aa; < b;. Il 
. a de voir que Z est une relation d’ordre total sur l’ensem- 

e A7. 

Par exemple, si À —4{0, 1, ..., 9}, alors l’ensemble A° des 
entiers positifs à cinq chiffres est muni d’une relation d'ordre total 
(un nombre formé de moins de cinq chiffres est supposé complété 
à gauche par des zéros jusqu’à cinq chiffres): 


11249 < 11324; 00937 < 01012 et ainsi de suite. 
9. Soit (4, <) un ensemble totalement ordonné. L’ensemble 


À U 4° U 4% U... UAÀ' de vecteurs de différente longueur peut 
être muni d'un ordre lexicographique. Si À est l'ensemble des lettres 
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de l'alphabet français rangées dans l’ordre alphabétique, les mots 
d’un dictionnaire sont disposés dans l'ordre lexicographique : 


poil < point; point < pointe;, pointe L pointure, etc. 


10. Considérons l'exemple d’une relation d'ordre tiré d'une nouvelle 
de M. Twain. Dans un ensemble À dont les éléments sont un père (P), 
son fils adulte (F), une jeune veuve qui est la mère (47) d'une grande 
fille (D), on donne une relation d’ordre R telle que aRb est vraie si 
et seulement si b est enfant de a. Cette relation est représentée par 
flèches à la figure 1-9, a. 

Un jour F fit connaissance avec la jeune veuve 1/ et l’épousa peu 
après. Le graphe de la relation R a pris l'aspect de la figure 1-9, b, 


a) b) C) 

p F P F P F 
@-——— pe 

E———# - 
M D M D M D 


Fig. 1-9. Graphes de certaines relations illustrant le récit de M. Twain 


car P devint en même temps père de M qui avait épousé son fils, 
et D devint fille de F, étant fille de son épouse. 

Quelque temps après, P et D tombaient amoureux l’un de l’autre 
et se mariaient. Cette nouvelle union eut pour effet de transformer 
le graphe de la relation RÀ comme montré à la figure 1-9, c. Mark 
Twain qui fait raconter cette histoire par F conclut à juste raison 
que Fest devenu grand-père à lui-même. On le voit immédiatement 
à partir du graphe de la figure 1-9, c, puisque le chemin de Fen F 
est de longueur deux (le chemin de grand-père à petit-fils dans une 
telle relation). Ce graphe montre également que chacun des quatre 
personnages est devenu aïeul à lui-même. 

Le lecteur trouvera un grand nombre d'exemples de correspon- 
dances, fonctions et relations dans les ouvrages [55, 56, 31, 23] qui 
sont d'excellents ouvrages d'initiation à la théorie des ensembles. 


CHAPITRE 2 


AUTOMATE ABSTRAIT 


2-1. Définition d’un automate abstrait 


Le modèle mathématique d’un réseau séquentiel est un automate 
abstrait. C’est un cortège, ou vecteur, ou collection de six êtres 
mathématiques, noté 

S = (4, Z, W, 6, À, a,) 


« 


où 

À ={@y, . .., Am + + +» An} eSt l’ensemble des états internes 
(l'alphabet des états); 

Z = {21 ss Z2fs + «< «, 2F}, l’ensemble des signaux d'entrée (l’al- 
phabet d'entrée); 

W = {w,, ..., w,, ..., wc}, l’ensemble des signaux de sortie 


(l'alphabet de sortie); 

Ô: A XZ— A, la jonction des transitions qui réalise l’applica- 
tion D; = À X Z dans À. Autrement dit, la fonction Ô fait cor- 
respondre à certains couples état interne — signal d'entrée (a, z;) 
des états a; — Ô (am, z;) de l’automate, a. € À; 

À: A X Z— W, la fonction des sorties qui réalise l'application 
D, « À X Z sur W. À certains couples état interne — signal d’en- 
trée, la fonction À fait correspondre des signaux de sortie de l’automa- 
te w, = À (am, 2ÿ); 

ai E À, l'état initial de l’automate. 

Par alphabet, on entend ici un ensemble non vide de symboles 
distincis deux à deux. Les éléments de l'alphabet sont appelés 
lettres, et une suite ordonnée finie de lettres, séquence ou mot de 
l’ alphabet considéré. Nous considérerons aussi le mot vide (noté e): 
c'est une suite de lettres vide (suite de longueur nulle). 

Un automate *) (fig. 2-1) comprend une entrée et une sortie. Ïl 
fonctionne dans un temps discret qui prend des valeurs entières non 
négatives & = 0, 1, 2, ... A chaque instant t du temps discret, 
l'automate est dans un état a (t) appartenant à son ensemble des 


*) A partir d'ici ct jusqu'au chapitre 5, nous dirons «automate » pour « au- 
tomate abstrait ». 
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états; à l'instant initial t = 0 il se trouve toujours à l’état initial 
a (0) = a,. Mis à l’état a (t) à l'instant #, l’automate accepte à l’en- 
trée une lettre z (t) de l’alphabet d'entrée Z. Conformément à sa 
fonction des sorties, il produit au même instant f la lettre w (t) — 
— À (a (t), z (t)) de l'alphabet de sortie ; conformément à sa fonction 
des transitions, il passe à l’état suivant a (é + 1) = Ô (a (t), z (t)); 
a (tjEA,w(t)E W. Ün automate abstrait 
7 w réalise donc une application de l’ensemble 
5 s — des mots de l'alphabet d'entrée Z dans l’en- 
semble des mots de l'alphabet de sortie W. 
Fe St Aion de Autrement dit, acceptant à son entrée une 
DOC ESS suite de lettres (ou séquence) de l’alpha- 
bet d'entrée: z (0),z (1), z (2), ... (mot 
d'entrée), l’automate se trouvant à l'état 
initial a, produit à sa sortie une séquence de lettres de l’alphabet de 
sortie w (0), w (1), w (2), ... (mot de sortie). Associant à chaque 
mot d'entrée le mot de sortie qui lui correspond, nous obtenons 
l'application @ induite par l’automate abstrait. 

Ainsi donc, au niveau de la théorie abstraite, le « travail » de 
l'automate se réduit à transformer les mots d'entrée en mots de 
sortie. En effet, nous ne cherchons nullement à connaître le contenu 
du rectangle de la figure 2-1 qui symbolise l’automate abstrait, 
c'est-à-dire que nous nous désintéressons de sa structure, l’assimilant 
à une « boîte noire » (terme admis en cybernétique pour indiquer que 
l'attention principale est accordée au comportement du système 
vis-à-vis du milieu). Dans le texte des chapitres 2 à 4, « automate » 
ne veut dire rien d’autre que « transformateur de mots ». Par contre, 
dans le chapitre 5 nous nous occuperons de près du « contenu » de la 
boîte : autrement dit, nous nous demanderons comment réaliser avec 
les éléments disponibles le comportement défini au niveau de l’auto- 
mate abstrait. En refusant de considérer la structure de l’automate, 
on se facilite grandement la tâche : en effet, au niveau structurel, le 
fond du problème se perd derrière une foule de détails peu significa- 
tifs du point de vue du comportement du système dans son ensemble. 
On peut dire que la notion d’automate abstrait en théorie des ré- 
seaux séquentiels relève de l'approche systémique dans laquelle 
l'objet ou le phénomène est considéré comme un tout, on cherche 
à mettre en évidence ses relations et liaisons variées avec le milieu, 
à l'opposé de l’approche structurelle où les propriétés de l’objet 
sont définies par celles de ses constituants. 

L'introduction de la notion d'état dans la définition d'un auto- 
mate tient à ce qu'on a souvent besoin de décrire le comportement 
d'un système dont les sorties ne dépendent pas seulement de l’état 
des entrées à l'instant donné mais aussi de l’histoire des entrées, 
c'est-à-dire des signaux qui ont attaqué les entrées du système précé- 
demment. C’est précisément l’état qui permet de mémoriser le passé, 
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éliminant le temps comme variable explicite et permettant de pré- 
senter le signal de sortie comme une fonction de l’état et de l'entrée 
à l'instant donné. 

Dans ce livre, seront considérés principalement les automates, 
dits automates à mémoire, qui admettent au moins deux états. Il 
existe une classe d’automates où la sortie est 
indépendante de l’histoire, n'étant définie à Z 
tout instant que par le signal d'entrée dans À A. 
ce même instant : on les appelle réseaux com- 
binationnels. Au niveau abstrait, on peut les pig, 2-2. Traducteur 
considérer comme des automates à un seul état. de fonctions 
De toute évidence, un réseau combinationnel 
peut aussi être représenté comme il est montré sur la figure 2-1 et 
défini par un triplet S = (Z, W, À), où Z et W sont respective- 
ment l’alphabet d'entrée et de sortie et À: Z— W est la fonction 
des sorties. Un réseau combinationnel est en fait un traducteur 
de fonction; nous le représenterons comme sur la figure 2-2. 


W 


2-2. Automates de Mealy et de Moore. 
Les différents modes de définition d’un automate 


Les deux classes d’automates le plus souvent rencontrés dans la 
pratique sont les automates (ou machines) de Mealy et de Moore, 
du nom des chercheurs américains G. H. Mealy et E. F. Moore qui 
les ont étudiés les premiers. Le fonctionnement d’un automate de 
Mealy se définit par les équations 


a(t+1) = à (a (t), z (t)); w(t) = À (a (t), z (t)), 
= 0; 1,2; 3:23 (2-1) 
et le fonctionnement d'un automate de Moore, par les équations 
a(t+1)=6ô(at(t), z(t)); w(t) = À (a (t)), t = 0, 1, 2. (2-2) 


On dit d’un automate qu'il est fini si les ensembles À, Z, W 
le sont. Dans le texte qui suit, le mot « fini » sera d’ailleurs omis 
presque partout, du fait qu’on ne s'occupe que d’automates finis. 
Nous disons que l’automate est complètement spécifié (complètement 
défini) si l’on a Ds = D; = À X Z. Autrement dit, pour un 
automate complètement spécifié, les domaines de définition des 
fonctions Ô et À se confondent avec l’ensemble À X Z, ou ensemble 
des couples du type (a», z;). Par contre, pour un automate incomplè- 
tement spécifié (partiellement spécifié ou partiel), les fonctions 6 
ou À ne sont pas définies pour tous les couples (am, z;) E À X Z. 

Définir un automate fini S revient à définir toutes les compo- 
santes du vecteur S = (4, Z, W, 6, À, a;), c’est-à-dire l'alphabet 
d'entrée, l'alphabet de sortie, l'alphabet des états internes, ainsi 
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que les fonctions des transitions et des sorties. Parmi tous les états 
de l’automate, on indique celui qui correspond à l'instant t = 0 
(l'état a;). Le fonctionnement d’un automate peut être décrit de 
plusieurs façons. Le plus souvent, on a recours à un graphe ou à une 
table. 

La définition du fonctionnement d’un automate par ses tables 
des transitions et des sorties est illustrée sur l’exemple d’un auto- 


Tableau 2-1 Tableau 2-2 
$: AXZ— A M AXZ—W 


mate de Mealy S, (tabl. 2-1 et 2-2). Les lignes des tableaux corres- 

pondent aux signaux d'entrée, et les colonnes, aux états. La pre- 

mière colonne de gauche est réservée à l’état initial a,. A l’inter- 

section de la colonne a,, et de la ligne z;, la table des transitions 

présente l’état a; = Ô (am; 2j) 

Tableau 2-3 en lequel l’automate passe à 

S: AKXZA, À: AW partir de l’état a, sous l’ac- 

tion du signal z;; la table 

des sorties présente au même 

endroit le signal de sortie 

Wy = À (Am 2j) ui corres- 
pond à cette transition. 

Puisque, dans un automate 
de Moore, le signal de sortie ne 
dépend que de l’état interne, 
il se définit par une table uni- 
que, dite table des transitions 
marquée, dans laquelle chaque 
colonne est attribuée non seulement à un état a, mais aussi au 
signal de sortie w, = À (a) qui lui correspond. La définition d’un 
automate de Moore S, au moyen d’une table est illustrée par le 
tableau 2-3. 

Dans les tables définissant un automate de Mealy partiel, dont 
les fonctions Ô ou À ne sont pas définies pour tous les couples 
(Am) 25) € À X Z, on met un tiret à la place de l’état et du signal 
de sortie non défini (voir tableaux 2-4, 2-5, d'un automate S;). 
De même, pour un automate de Moore où la fonction À (a) n'est 
pas définie, on met un tiret au lieu du signal de sortie au-dessus de 
l'état a. 
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Tableau 2-4 Tableau 2-5 
ô: AX Z+A k AXZ—W 
| a: &> aa &s 
2] lo Aa 4 us Z1 
Zo aa — Œo Œo Zo 


Quelquefois l’automate de Mealy se définit par une table unique, 
dite table composite des transitions et des sorties; à l'intersection 
de la colonne a,, et de la ligne z;, une table de ce type contient l'état 
futur et le signal de sortie élaboré pendant la transition, soit a./w,, 
OÙ à; = Ô (am, Zf) et Wy = | 
= (am, z;) (voir le tableau 2-6 Tabieau 2-6 
qui spécifie l’automate S:;). ô: AXZ—A, À AXZ—W 

Un automate peut aussi se 
définir à l'aide d’un graphe 
orienté dont les sommets corres- 
pondent aux états, et les arcs 
aux transitions. Deux sommets 
Am, 4 du graphe de l’automate 
(l’état initial et l’état de tran- 
sition) sont liés par un arc incident à a, vers l'extérieur et 
à a, vers l'intérieur si l'automate passe de l’état a, à l'état a., 
c'est-à-dire si l’on a a, — 6 (4m, 27) pour un z; € Z. L'arc (a», a;) 
du graphe est marqué par le signal d'entrée z;, ainsi que par le signal 


3/03 | ay/ws 
=. Gol— | aslws 


Fig. 2-3. Graphe de l’automate Fig. 2-4 Graphe de l'automate 
de Mealy S&; de Moore $, 


de sortie w, = À (am, Z;) si ce dernier est défini, sinon on met un 
a. Si la transition de l'état Am à l’état a, se produit sous l’action 

e plusieurs signaux d entrée, l'arc (a», a;) est marqué par tous ces 
signaux d entrée, ainsi que par les signaux de sortie correspondants. 
En définissant un automate de Moore sous forme de graphe, on écrit 
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le signal de sortie w, — À (a) à l’intérieur du sommet a,, ou à côté 
de celui-ci. On voit sur les figures 2-3, 2-4 et 2-5 les graphes des 
automates S,, S, et S; définis précédemment à l’aide des tables. 

Dans le présent ouvrage, nous n’examinerons que des automates 
déterministes, dont toutes les transitions sont univoques, c’est-à-dire 
que sous l’action d’un signal d’en- 
trée, l’automate se trouvant à un 
état donné ne peut passer qu’à un 
état bien déterminé. Tout automa- 
te défini à l’aide de sa table des 
transitions est forcément détermi- 
niste : il ne peut y avoir, à l’inter- 
section d'une colonne «,, et d’une 
ligne z;, qu'un état unique a, — 
—Ô (4m) 27) Sila transition est définie 
ou un tiret si la fonction Ô n’est 
Fig. 2-5. Graphe de l’automate de pas définie pour le couple (a, z;). 

Mealy partiel S; En parlant des transitions univo- 

ques à propos d’un automate défini 

sous forme de graphe, on sous-entend que deux ou plusieurs arcs 

marqués par un même signal d'entrée ne peuvent jamais partir du 
même sommet. 

L'’indication de l’état initial parmi tous les états de l’automate 
s'explique par des raisons d'utilité pratique : il est souvent commode 
de connaître les conditions de début de fonctionnement du réseau. 
Bien des problèmes se laissent résoudre par ailleurs au niveau d’un 
automate abstrait défini par un quintuple S = (4, Z, W, 6, À). 
Un automate défini par un sextuple S — (4, Z, W, à, À, a), 
c'est-à-dire comprenant un état initial spécifié, s'appelle automate 
inilialisé. 

Généralisons les fonctions Ô et À à l’ensemble des couples état 
interne — mot d'entrée. Soient Ë = z;,, ..., z;, un mot d'entrée 
de longueur k, Æ l’ensemble des mots d'entrée finis de longueur non 
nulle, e un mot d'entrée de longueur nulle (le mot vide). Ceci posé, 


on définit la fonction d'état final ô (Gms €) par récurrence sur l’en- 
semble À X (E U{e}) de la façon suivante: 
ô (am, e) = 4m pour tous les a, € À; 
8 (am Ë) = 6 (am: Zi. 2) = 
en Zi, _)s Zi,) = Ô (ai, zi,) Si la fonction Ô (ai, Z; » 


nl mé 
a 


Ve 


| Ô (ô (ais Zi, 


l 


est définie pour tout j—1, ..., À; a —=4@»; 


| non définie dans le cas contraire. 
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Prenons, à titre d'exemple, l’automate partiel S, défini par le 
tableau 2-6 et cherchons Ô (a, Ë) pour E — 22:29:21 : 


ô (Go, 2121292122) — NC (Goes 21); 21222122) = ô (as, Z1222122) — 
— Ô (Ô (@s, 21), 292129) —= Ô (Gus 222129) — Ô (Ô (Ga, 22), 2122) = 
= Ô (Ge, 2122) — Ô (Ô (Ge, 21) 22) — Ô (ss 22) = Ô (Qss 22) = Go. 


Or, pour le même automate S4, la fonction Ô (@s, 2121222222) = 
= Ô (Ô (Go, 21): 21222970) = Ô (Ô (Ass 21); Z22972) = Ô (Ô (G4, 22) 2239) — 


— Ô (Ô (Go Z2), 22) est non définie, parce que n’est pas définie la 
fonction des transitions Ô (@:, 23). 


Ainsi donc, Ô (Am, €) est l’état final atteint par l’automate- 
se trouvant en l’état a, après une séquence d'entrée Ë. 


La fonction de transition finale À (4m: 6) se définit dans le modèle: 
de Moore sur l’ensemble À X (E {J{e}) de la façon suivante: 


Los d 


À (am: e) = À (am) ; 


[à (ô (&m &)) pour tout EE Æ si la fonction (am; E) 
À (an, Ë) = | est définie ; 


| non définie si la fonction (am; Ë) n’est pas définie. 


Dans le modèle de Mealy 


À (8 (am, E'), z5,), EE’, si la fonction Ô(a,, E’) 
À (an, E = { est définie ; 


| non définie si la fonction (am, E") n’est pas définie. 


On a iei = Zi, se Zi, _ Zip E’ — Zi, …. Fig" 
Ainsi donc, dans le modèle de Moore, À (am, &) est le signal de 


sortie associé à l'état final. Dans le modèle de Mealy À (as, &) est 
le signal de sortie élaboré à la dernière transition (transition vers 
l'état final). Il apparaît à la sortie à l'instant même d’arrivée de la 
dernière lettre du mot d'entrée E. 


Cherchons par exemple la fonction À (Gi, 21222121) pour l’automate 
S, (voir tableaux 2-1, 2-2). On a 


ô (di, 21222121) = ô (Ô (G1s 21), 222121) = ô (Ô (Ge, 22) 2121) = 


= D (5 (as 21), 21) = Ô (as 21) = Ô (ass 21) = @2 
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Dans cette suite de transitions, la dernière est (as, Z1), aussi 
À (G1s 21202121) — À (as, Z1) — WU3. 


Introduisons la fonction w (as, Ë): c’est la réponse, ou l'évolu- 
tion de l’automate à partir de l’état a, lorsqu'il reçoit à son entrée 
la séquence Ë = z;, ... z,,. Elle se définit sur l’ensemble À X 
x (E U{e}) de la façon suivante. 

Modèle de Mealy. La fonction & (a, £) n’est pas défi- 


nie si la fonction Ô (a, &’) ne l’est pas; on a ici Ë” = z;, ... 2: 


c'est-à-dire Ë — ŒTR Si la fonction (am E’) est définie, on a 
© (Ams Ë) = À (am Zi:) © (Ô (am, Zi); Zis-.- zi,) 
— À (am; Zi.) À (a:,, Z4,) ET (ai, zi,) = W;,... U; 
Ici ai,—=0(am. Zi); w;.= À (ai, Zi) ; 1=2,.3 sir, Ki Wi,— 
5. À (am: Zi). 
On a, par exemple, pour l’automate S,: 
© (Gi, 51222121) = À (Gus Z1) © (Ô (a1, 21), 2221241) = 
= U1O@ (@s, 222121) = Wu (Go, 22) © (Ô (Go, 22), 2121) = 
= WW (@o, 2121) = WAWA (as, Z1) © (Ô (as, 1), 21) = 
= WWiWsh (Gs, 21) = WiWW3aWs. 
Il est facile de voir que pour l’automate partiel de Mealy S; 
{tableau 2-6) la fonction « (a, 2121222122) est égale à w;wsWows3 — ; 


le tiret en dernière position signifie que le dernier signal de sortie 
n’est pas défini dans la réponse. Par contre, la réponse elle-même 


est définie, car la fonction Ô (a, Z1Z:2:21) est définie. 

Or, pour ce même automate, la fonction © (as, 2121292929) est 
non définie, car la fonction Ô (a+, 21212222) ne l’est pas (voir plus 
haut). Il est possible également de définir la réponse au mot d’entrée 


ë d’un automate de Mealy se trouvant en l’état a,, en fonction de la 
sortie finale: 


(C)) (Am: ë) = À (am) Zi.) À (Am ZiZis) és À (ms Zige + « Zi). 
Modèle de Moore. La fonction w (a, Ë) n’est pas défi- 


nie si la fonction Ô (ms ë) ne l’est pas. Si la fonction 5 (am E) 
est définie, on a 
© (am Ë) = À (6 (am, 2:,)) © (Ô (ams Zi), Zi, -  - Z,) = 
= A(a,)A(a,)...A(a,+) = wiui,... uw, 
Ici 
Gi, = Ô (Am Zi,); Wi, = À (ai), = 2;::.. kR ET 
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Cherchons par exemple la réponse « (a,, 2:2:Z1Z.) de l’automate de 
Moore défini par la table des transitions marquée (voir tableau 2-3): 
© (Qy, 29212129) = À (Ô (&1, Zo)) © (Ô (Gi, 29), 212129) = 


= À (aa) (0) (Gas 212122) = Woh (Ô (Gas Z1)) © (Ô (4; Z1), 2122) = 
— Woh (as) © (Gs, 2122) = WoWs À (Ô (as, Z1))@(Ô (Q@s, Z1), 22) = 
—= WoW (a;) © (a5s 22) = WoWsWsh (Ô (ass 22)) = 


— WoW 3W 3À (a) — Wol 30 3W1: 


Il est évident que dans l’automate de Moore le signal de sortie 
W;, = À (am) produit à l'instant ëi, ne dépend pas du signal d'entrée 
z;, mais seulement de l’état a. Cela signifie que le signal w;, cesse 
de dépendre, à partir de l'instant i,, du mot d'entrée accepté à l’en- 
trée de l’automate. On entend donc par réponse de l’automate de 
Moore, se trouvant dans l'état a,, et attaqué par une séquence d'’en- 
trée = 2;,2;,... Z;,, Une séquence de sortie de même longueur 
O (ms Ë) = WiWi,... Wi,,, Mais décalée d'un intervalle d’hor- 
loge. 

Les trois fonctions sont réunies dans le tableau p. 34. 

Généralisons la fonction des transitions 6: À X Z— À à l’en- 
semble A x Z, où A est l’ensemble des parties de À. La fonction 
Ô(B,2;),où BS A4,2;€Z, se définit de la façon suivante: 


Ô(B, z;) = {a, | As — Ô (5 zf); Am € B}. 
Autrement dit, 


Ô (B, z;) = Ut (am: 25)}. 


Ainsi donc, à (B, 41) est l’ rs des états auxquels l'automate 
attaqué par le signal d'entrée z; peut passer à partir de n'importe quel 
état appartenant à B. On dit que l’ensemble d'états Ô (B, z;) est 
le successeur de l'ensemble B suivant l'entrée z; si et seulement si 


Ô (B, z;) —{a, | as — Ô (am; Zf)s Am € B}. 


Par exemple, supposons que pour l’automate S, (tableau 2-3) 
B ={a;, as, aç}. On a alors 


Ô (B, z1) —{a2, as}; Ô (B, 22) — {A1 Ga}: 


Nous terminerons ce paragraphe en donnant la définition d’auto- 
mates synchrones et asynchrones. 


On dit qu'un état a, de l’automate S est stable si pour toute entrée 
z; E Z telle que Ô (a,, z;) = a, on a Ô (a, z;) — a. Cela signifie 
3—0723 
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qu’une fois passé à un état donné sous l’action d’un signal d'entrée 
z;, l’automate ne peut en sortir qu'en recevant à son entrée un autre 
signal d'entrée, distinct de z;. On dit que l’automate S est asynchrone 
si chacun de ses états a. € À est stable. Dans le cas contraire, on dit 
que l’automate S est synchrone [60, 451. 

Il est à noter que tous les automates réels (physiques) sont asyn- 
chrones ; on s’arrange toujours pour assurer la stabilité de leurs états, 
par exemple au moyen d’une horloge. Or, dans la théorie abstraite, 
où l’automate n’est qu’un modèle mathématique auquel on n'’associe 


Tabl au 27 


5: AXZ—+A, 
À: AW 


Fig. 2-6. Graphe d’un automa- 
te de Moore asynchrone 


aucune technologie ni composants concrets, on peut se borner à ne 
considérer que les automates synchrones, ce que nous ferons précisé- 
ment tout au long des chapitres 2, 3 et 4. Un exemple d’automate de 
Moore asynchrone est donné dans le tableau 2-7 et sur la figure 2-6; 
on remarque que tous ses états sont stables. 

I1 est évident que si dans la table des transitions d’un automate 
asynchrone un état a, figure à l'intersection de la ligne z; et de la 
colonne a,;, (m =£ s), le même état apparaîtra sûrement dans la même 
ligne, à l'intersection avec la colonne a.. Sur le graphe de l’automate 
asynchrone, si un état a, peut être atteint par transition à partir 
d’autres états sous l’action de certains signaux, le sommet a, pré- 
sentera une boucle marquée par les symboles des mêmes signaux 
d'entrée. En analysant les tableaux 2-1, 2-3 et 2-4, on remarque que 
les automates S,, S, et S, sont synchrones. 

Assez souvent, en disant qu’un automate est synchrone ou asyn- 
chrone, ôn sous-entend que son circuit est synchronisé ou non par 
des impulsions d'horloge. On peut montrer que même en présence 
d'impulsions d'horloge, un automate peut être et généralement est 
asynchrone, au sens de la définition proposée. Il est vrai qu'il s’agit 
alors d’un automate structuré (voir chapitre 5); quant à l’automate 
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abstrait, il est dépourvu de sens de parler d’une synchronisation 
quelconque. La définition précédente d’automates synchrone et 
asynchrone s'étend d’ailleurs sans difficulté au niveau de la struc- 
ture *). 


2-3. Lien entre les modèles de Mealy et de Moore 


La notion de réponse d’un automate à une séquence d'entrée 
donnée qui a été introduite dans le paragraphe précédent permet de 
donner une définition rigoureuse de l’équivalence de deux automates 
complètement spécifiés. On dit que deux automates S , et S , ayant 
respectivement les mêmes alphabets d'entrée et de sortie sont équiva- 
lents si, étant mis à l’état initial, ils présentent les mêmes réponses 
à un même mot d'entrée quelconque. Une définition plus développée 
de la notion d'équivalence des automates sera donnée dans le troisiè- 
me chapitre. 

Examinons les réponses de l’automate de Mealy S, (tableaux 2-1, 
2-2, fig. 2-3) et de l’automate de Moore S, (tableau 2-3, fig. 2-4), se 
trouvant en l’état a,, au mot d’entrée 2,2:z,2:Z+, en étudiant leurs 
tables des transitions ou leurs graphes. 


Automate $S, 
Mot d'entrée Zy Zo 21 Ze 20 
Séquence d'états internes @, @> Go Q3 @jy @3 


Mot de sortie À Wi Wi Ws Wi D | 


Automate S, 
Mot d'entrée Z1 Ze 21 2e 29 
Séquence d'états internes a; @o Go 5 Qi 4 


Mot de sortie Wii V'y Wi W3 Wy Wo ! 


On notera que les automates S, et S, présentent la même réponse 
à un même mot d'entrée donné. Cela ne veut pas pour autant dire 
que ces deux automates sont équivalents, c’est-à-dire que, mis 
à l'état initial, ils produiraient les mêmes sorties sous l'action de 
divers mots d'entrée de longueur quelconque. La question se pose 
de savoir si, pour n'importe quel automate de Mealy, on peut cons- 
truire un automate de Moore équivalent, et inversement. La réponse 
est affirmative ; nous décrirons plus tard les algorithmes de passage 
de l’automate de Moore à l’automate de Mealy équivalent, et vice 


*) Un modèle d'automate apériodique, qui reste opérationnel en dépit des 
retards apportés par ses composants, a été Rp par V. Varchavski avec coll. 
[62]. E. Hurvitz a proposé des automates polysynchrones 2 Les automates 
asynchrones ont été étudiés dans le détail par E. Jakoubaïtis [64]. 
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versa. Dans cette description, nous négligerons, dans les automates 
de Moore, le signal de sortie À (a,) correspondant à l’état initial. 
Etudions d'abord le passage de l’automate de Moore à celui de 
Mealy. Soit un automate de Moore S 4 = (A4, Z a, W4, O4, À a; dia), 
tel que A4 = {a;, ..., ax}, Za —={21, . . ., 2r}, Wa = {ur, ... 
 … Wc}; 02: À À X ZA — À ,, xt À À —+ W. et djA —= état 
initial. Construisons un automate de Mealy S ; = (A3, Zn, Wp 
Ôp; hp d\ 8) tel que 


Apg= A4; ZB=Za; WB= Wii; Ôp = 04; Air — Ga = @. 


La fonction des sorties Àg: Az X Zn— W, sera définie comme 
suit : si dans l’automate de Moore on a 84 (am, 2;) = aset A4 (as) = 
— W,, On a dans l’automate de 
Mealy À (am 2j) = Wy: 


ST 

Le passage de l'automate de (an as) —> 
Moore à celui de Mealy dans 
le cas de la définition graphi- 
que est illustré sur la figure 2-7: Fig. 2-7. Illustration du passage du 
le signal de sortie (w,) écrit à modèle de Moore à celui de Mealy 
côté du sommet (a,) est affecté 
à tous les arcs incidents vers l’intérieur à ce sommet. Sur la figure 2-8 
on voit le graphe de l’automate de Mealy S, équivalent à l’auto- 
mate de Moore S, (fig. 2-4). 

En cas de définition tabulaire, la table des transitions de S , 
se confond avec celle de S,, tandis que la table des sorties de S, 
se déduit de sa table des tran- 
sitions en remplaçant le sym- 
bole a,;, qui figure à l’intersec- 
tion de la colonne a, et de la 
ligne z;, par le symbole du si- 
gnal de sortie w, marquant la 
colonne a, de la table des tran- 
sitions de S 1. 

Le procédé de construction 
même de l’automate de Mealy 
Sh assure son équivalence à 
l'automate de Moore S,. En 
effet, attaqué par un signal 
d'entrée z; € Z, l’automate S, 
passera de l’état Am à l'état Fig. 2-8. Automate de Mealy S, équi- 
As = O4 (am; Z;) en  produi- valent à l’automate de Moore S, 
sant le signal de sortie w, — 

— À, (a). De même, l’automate de Mealy correspondant S , pas- 
serait lui aussi de l’état a, à l'état a, car Ôp (am: 2j) = 
— OA (Am 25) = @, et produirait le même signal de sortie w,, 
d’après le procédé de construction de la fonction À ;. Aïnsi donc, les 
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automates S, et SA présentent un comportement identique pour 
une séquence d'entrée de longueur 1. On montre sans peine par récur- 
rence que n'importe quel mot d'entrée de longueur finie appliqué 
aux entrées des automates S 4, S 4, mis en l’état a, provoquera l’ap- 
parition des mêmes sorties, ce qui prouve 
que les automates S, et S, sont équiva- 
lents. 

Avant d'examiner le passage de l’auto- 
mate de Mealy à celui de Moore, nous 
imposerons une contrainte à l’automate 

A {(aw),(a,w,)(a,w)} de Mealy: il ne doit présenter aucun état 
transitoire. S'agissant d’un automate re- 

Fig. 2-9. Construction présenté sous forme d'un graphe, on entend 
l'ensemble 4, par état transitoire un sommet qui ne compor- 

te aucun arc incident vers l’intérieur mais 

comporte en revanche au moins un arc incident vers l'extérieur (tel 
est par exemple l’état a, sur la figure 2-5). Soit donc un automate de 
Mealy S À (4 4; ZA; W à, OA; a: dia); où À 4 = {a, RS ax} 
Za ={rn -.., 2r}, Wa ={ui, ..., we}, ôa: Aa X Za — A, 
ha: Aa X Za = W, et aja — a, est l’état initial. Construisons un 
automate de Moore S 3 = (43, Zps WB; Ôm Àps ir) tel que 


Lp = ZA; Wa = W\. 


Pour définir À », nous ferons correspondre à chaque état a, € A4 
l'ensemble des couples du type (a;, w,), où w, est le signal de sortie 
affectant l'arc incident à a, vers l’intérieur (fig. 2-9): 


As ={(as, Wg) | OA (@mr 2j) = Qs et ÀA (mr 25) = y}: 


Le nombre d'éléments de À, est égal au nombre des différents 
signaux de sortie affectant les arcs incidents vers l’intérieur à l’état 
a; de l’automate S,. | 

L'ensemble d'états de l’automate S , est la réunion des ensembles 
As (te se M): 


Les fonctions des sorties À, et des transitions Ô, seront définies 
comme suit. À chaque état de l’automate de Moore S ;, qui représen- 
te un couple du type (a, w,), nous associons un signal de sortie w,. 
Si l’automate de Mealy S, admet une transition Ô 14 (am, z;) = &. 
suivie de l'élaboration d'un signal de sortie À 4 (4m, 25) = wx, 
l’automate S , (fig. 2-10) doit admettre une transition à partir de 
l’ensemble d'états À, associés à l’état a, vers l’état (a,, w) 
sous l’action du même signal d'entrée z;. 
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Comme état initial a;#, on peut retenir n'importe lequel des 
états de À, engendrés par l’état initial a, de l’automate S,. Rappe- 
lons qu'en comparant les réponses des automates S, et S ; aux diffé- 
rents mots d'entrée, on néglige le signal de sortie à l'instant t = 0 
lié à l’état a,£ de l’automate S. 

Considérons la transformation de l’automate de Mealy S, de la 
figure 2-3 en un automate de Moore. Dans l’automate de Mealy on 


Fig..2-10. Illustration du passage du modèle de Mealy à celui de Moore 


a ZA = {21 Z2}; W 4 = {W:; W, W3}) À À = {a1, ULE as}; dyA — 
les fonctions Ô, et À4 sont définies par le graphe de l’automate. 
Dans l’automate de Moore équivalent on à Z3 = ZA —={z1; 2}, 
W = Wa ={w,, w,, ws}. Construisons l’ensemble AÀ,. À cet 
effet, cherchons les ensembles de couples engendrés par chaque état 
de l’automate S4 *): 


À; = {(au W:)} = {01}; À 2 = {(@», Wi)s (Go) Ws)} = {(be, bs}; 
As —={(as Wo), (as, Ws)} = {ba bi}. 


À chaque état du type (a;, w,), représentant un couple, nous 
identifions le signal de sortie w,, second élément du couple: 


he (01) = Àg (02) = 1; Ag (04) = W2; Np (03) = Àg (05) = W3. 


Expliquons le mode de construction de la fonction Ô,. Puisque, 
dans l’automate S,, il y a, sous l’action du signal z,, la transition 
de l’état a, à l’état a; suivie de l’apparition du signal w;:, l’automate 
S 8 doit admettre une transition à partir de l’ensemble d'états 4, = 
= {b,, b,:} engendrés par a, vers l’état (as, w:) — b, sous l’action 
du signal z,. De même, il doit admettre une transition à partir des 
états de l’ensemble À, vers l’état (a, w.,) = b, sous l’action du si- 
gnal z,, etc. Comme état initial, on ne peut choisir que b,, car c’est 
l'unique état engendré par l’état initial a, de l’automate S,. Rem- 
plaçons maintenant les symboles b; (i = 1, ..., 5) par «a;: nous 


*) Pour abréger les notations on remplace les couples par les symboles 
by, Dos 
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retrouvons l’automate de Moore S, (fig. 2-4) équivalent à l’automate 
de Mealy S, de la figure 2-3. 

Considérons le passage à l’automate de Moore à partir de l’auto- 
mate de Mealy S, (fig. 2-11) qui présente un état transitoire a.. 
On a comme précédemment À, ([J A: | A3 —={(a+, w;), (&», Wo), 
(as, Wi), (@s, Wo)} = {b1, bo, bs, b4}. Ajoutons à l’ensemble des 
couples obtenus — états de l’automate de Moore — l’état (a, —)=— 
— bd, engendré par l'état transitore a,;, en supposant que le signal 
de sortie pour l’état b, est non défini. La fonction des transitions Ô 


Fig. 2-11. Automate Fig. 2-12. Automate de Moore S, 
deMealy S; présentant équivalent à l'automate de 
un état transitoire & Mealy S, 


sera définie comme précédemment : en particulier, l’automate ad- 
mettra des transitions de l’état b, vers b, — (a;, w.,) sous l’action de 
z, et vers b3 = (as, w.,) sous l’action de z,. Puisque a, est l’état ini- 
tial de l’automate de Mealy, on doit retenir comme état initial de 
l’automate de Moore l’état b, engendré par a;. On voit sur la figu- 
re 2-12 le graphe de l’automate de Moore S, qui est équivalent à 
l'automate de Mealy de la figure 2-11. 

L'équivalence des automates S, et S, dans la transformation 
d'un automate de Mealy en un automate de Moore sur l’ensemble 
des mots d'entrée de longueur finie se démontre facilement par récur- 
rence, par analogie à ce qu'on a vu plus haut à l’occasion du passage 
inverse. 

Les transformations réciproques des modèles de Mealy et de 
Moore exposées dans ce paragraphe montrent qu’en passant de l’auto- 
mate de Moore à celui de Mealy le nombre d'états reste inchangé, 
alors que le passage inverse fait croître généralement le nombre 
d'états de l’automate de Moore (sauf si chaque état de l’automate de 
Mealy engendre un seul état de l’automate de Moore). En effet, si, 
après avoir construit l’automate de Moore S, (fig. 2-4) équivalent à 
l’automate de Mealy S, (fig. 2-3), on se propose de passer de nouveau 
à un automate de Mealy, on obtient l'automate de Mealy S, 
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(fig. 2-8). Puisque la relation d'équivalence est transitive, les deux 
automates de Mealy S, et S, sont équivalents eux aussi, bien que S, 
possède deux états de plus que S,. Ainsi donc, les automates équiva- 
lents peuvent avoir des nombres d'états différents, ce qui pose le 
problème de la recherche de l’automate minimal (c'est-à-dire ayant 
le plus petit nombre d'états) dans la classe d’automates équivalents. 
C'est E. F. Moore qui a démontré le premier l'existence d’un auto- 
mate abstrait Sin ayant un nombre minimal d'états internes, 


= 


équivalent à tout automate abstrait donné S. 


2-4. Modèle composite (C-automate) 


Nous appellerons C-automate abstrait le modèle mathématique 
d'un réseau séquentiel défini par un vecteur à huit composantes 
S = (4, Z, W, U, 6, M, À+, &) dans lequel: 

À ={a, ..., ax} est l’ensemble d'états internes; 

Z ={z,, ..., zF} est l'alphabet d'entrée; 

W ={w,, ..., wc} est l'alphabet de sortie du type 1; 

U ={u,, ..., un} est l'alphabet de sortie du type 2; 

ô: A X Z —+ À est la fonction des transitions réalisant l’appli- 
cation D, = À X Z dans À; 

M: À X Z— W est la fonction des sorties réalisant l’applica- 
tion D,, = À X Z sur W; 

A: A — U est la fonction des sorties réalisant l'application 
D;, « À sur U; 

a, € À est l’état initial de l’automate. 

Un C-automate abstrait peut revêtir la forme d'un circuit 
(fig. 2-13) à une entrée, attaquée par les signaux appartenant à l'al- 


Z= {25} W-{urw6) 
| 
U= U,...,Uy 


Fig. 2-13. C-automate abstrait 


phabet d'entrée Z, et à deux sorties produisant des signaux qui 
appartiennent aux alphabets W et U. A la différence des modèles 
de Mealy et de Moore, un C-automate produit simultanément deux 
fonctions des sorties À, et À., caractéristiques chacune de l'un des 
modèles en question. Un C-automate a pour équations 


a(t+1)= 6 (a, (t), z (E)); 
w (t) = A (a (), z ()); 
u (t) = À, (a (t)), ti = 0, 1, 2, ... 
Le signal de sortie uy — À, (a) est produit pendant toute la 
durée de l’état a, de l’automate. Le signal de sortie w, — 
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= À (Am: 2) est produit pendant l’action du signal d'entrée z;, 
l’automate placé dans l’état a. De toute évidence, il est facile de 
passer d’un C-automate à un automate de Mealy ou de Moore (compte 
tenu d’un décalage temporel possible d’une période d'horloge), de la 
même façon qu'on passe d’un automate 
de Mealy à un automate de Moore et 
inversement. Dans de nombreuses appli- 
cations, on a d’ailleurs besoin des deux 
types de signaux de sortie. Par exemple, 
dans l'ordinateur certaines instructions, 
telles que le transfert d'informations 
entre registres, la progression des comp- 
teurs, etc., égalent en durée le signal 
d'entrée synchronisé par une impulsion 
d'horloge, tandis que d’autres, telles 
que les instructions d'accès à un addi- 
tionneur combinationnel ou à un déco- 
deur de mémoire, sont nettement plus 
Fig. 2-14. Graphe d'un C- longues, en raison du temps de fonction- 
automate nement de l’additionneur et du décodeur. 
Il y a donc intérêt à faire durer de tels si- 
gnaux autant que dure un état de l’automate. Ainsi, des considéra- 
tions d'utilité pratique justifient l'introduction du C-automate, 
modèle composite des automates de Mealy et de Moore. 

Les C-automates, tout comme les modèles de Mealy ou de Moore, 
sont susceptibles d’une description tabulaire ou à l’aide des graphes. 
Dans le premier cas la table des transitions (tableau 2-8) est analogue 
à celle de l’automate de Mealy; dans la table des sorties, chaque 
état est marqué par un signal de sortie du type 2 qui lui correspond 
(tableau 2-9). Dans la description à l'aide d’un graphe, les signaux 
du type 1 sont écrits à côté des signaux d'entrée affectant les arcs 
du graphe, tandis que les signaux du type 2 le sont à côté des som- 
mets-états correspondants. On voit sur la figure 2-14 le graphe d’un 
C-automate défini par les tableaux 2-8 et 2-9. 


Tableau 2-8 Tableau 2-9 
Ô:AXZ—A M:AXZ—>W, ho: AU 


CHAPITRE 3 


MINIMISATION DES AUTOMATES 


3-1. Classes de compatibilité maximales 


Dans ce chapitre, nous décrirons les méthodes de minimisation 
des automates partiels. L'intérêt majeur de ce problème réside, 
à notre avis, dans le fait que son énoncé mathématique — 1la recher- 
che d'un recouvrement fermé minimal — permet de résoudre bon 
nombre de problèmes concrets, qui ne se rapportent pas tous à la 
théorie des automates. Tout d'abord, nous allons donner quelques 
définitions. 

Nous dirons qu'un mot d'entrée £ = 2;,...2; 
à un automate $S supposé dans l’état a,, si: 

1) la fonction des transitions 6 (a; , Zi )) est définie pour tous 


j=1,..., k—t;a = am di, = 0 (ai, Zi); 


2) la sortie finale À (am, Ë) = À (ai,, z:,) est définie. 

Ainsi donc, la suite d'états internes correspondant à un mot 
d'entrée applicable et définie par la fonction des transitions ne con- 
tient aucun état non défini. C’est ainsi que pour l’automate S, 
défini par les tableaux 3-1 et 3-2 le mot d'entrée 23223212, est appli- 


» CSt applicable 


Tableau 3-1 Tableau 3-2 
ô AXZ—+A ki AXZ+W 


. 


a] a 


cable à l’état a,: 
Mot d'entrée 2. 2e 24 2j % 


Séquence d'états internes dj Ag y lo As O5 
Mot de sortie — Lo — Wy Wy 


44 MINIMISATION DES AUTOMATES [CH. III 


Les mots d'entrée 2324232921 @t Z421Z9Z9Z3 ne sont pas applicables 
à l'état a,, car le premier mot ne définit pas la suite d'états internes: 


Mot d'entrée 25 2 2S 20.2) 
Séquence d'états internes dy A3 A5 A — 
Mot de sortie — W] Wo Wa — 


et le second ne définit pas la sortie finale: 


Mot d'entrée 21 21, Zn So 22 
Séquence d'états internes Aj lo A3 y A1 Ag 
Mot de sortie Wi Wi Wo Wo — 


On dit que l’état a, de l’automate S est recouvert par l'état a, 
de l’automate S” si tout mot d'entrée applicable à S dans l’état a 
est aussi applicable à S”’ dans l’état a; et si ce mot, appliqué à 
S supposé dans a, et à S’ supposé dans am, provoque des réponses 
identiques là où les signaux de sortie de S sont définis. Par exemple, 
l’état b, de l’automate S, (tableaux 3-3 et 3-4) recouvre les états a, 


Tableau 3-8 Tableau 3-4 
ô BxXZ—+B LBXZ—W 
21 b; b: ds Ds 
Zo D, b: b, ba 
28 bs Ds b; bi 
24 b; b; b4 bs 


et a, de l’automate S, (tableaux 3-1 et 3-2) et l’état b: en recouvre 
les états a, et as. 

L’automate S”’ recouvre l’automate S si chaque état a, de S 
est recouvert par au moins un état an de S’. Par exemple, l’état a, 
de l’automate S, est recouvert par les états b, et b, de l’automate 
So; do, par b, et b:; as, par b, et b,; a.;, par b, et b,; a5, par b4. 
Ainsi donc, l’automate S, recouvre l’automate S, (ou S, est recouvert 
par #3). 

Cette définition du recouvrement n'est pas constructive en ce 
sens qu'étant donné un automate, elle ne permet pas de construire 
un automate qui le recouvre. Le lecteur ne dispose ici que d’un petit 
nombre de mots d'entrée pour s’assurer que notre hypothèse sur $, 
et S, est juste. Dans le texte qui suit, nous montrerons comment on 
construit S, en fonction de S, et pourquoi l’automate S, ainsi 
construit recouvre effectivement l’automate initial S.. 
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Il est évident que la relation de recouvrement est réflexive et 
transitive mais n'est pas symétrique. On conçoit également qu’un 
automate S”’ recouvrant S « travaille » comme S$S dans les mêmes 
conditions. Autrement dit, S” « fait autant sinon davantage » que S. 

Le problème de minimisation d'un automate partiel S consiste 
à chercher un automate S” qui, de tous les automates recouvrant S, 
admet un nombre d'états minimal *). Une contribution importante 
à la solution de ce problème a été apportée par M. C. Paull 
et S. H. Unger [50] exploitant avec profit l'idée du recouvrement 
fermé minimal. [Introduisons les définitions nécessaires. 

Deux états a, et «, sont dits compatibles (notation a, — a,) 
si, attaqué par une séquence d'entrée applicable à a,, et à a,, l’auto- 
mate produit des séquences de sortie compatibles, c’est-à-dire des 
séquences qui coïncident là où elles sont toutes deux définies. 

Deux états a», a, qui ne sont pas compatibles sont appelés 
incompatibles (notation a» + a,). 

Il existe une définition plus constructive de la compatibilité. 
On dit que deux états a, a, sont compatibles si: 

1) pour toute entrée z; € Z pour laquelle les deux sorties sont 
définies, on a 


À (am: 25) = À (ass 2j) 


(compatibilité en sortie); 
2) pour toute entrée z; € Z pour laquelle les deux états successeurs 
sont définis, on a 


Ô (Gms 25)  Ô (as 2j), 


c'est-à-dire que les successeurs de a,, et de a, doivent être compatibles 
eux aussi. 

Cette définition concerne les automates de Mealy. Dans le cas 
des automates de Moore, la condition 1) s’énoncera ainsi: si les 
deux sorties, À (ak), À (a), sont définies, on a À (am) = À (a). 

Il est clair que la relation de compatibilité est réflexive et symé- 
trique mais n'est pas transitive. 

Un ensemble d'états C (C = À) est appelé classe de compatibilité 
si tous les états appartenant à C sont compatibles deux à deux. 
On dit que la classe de compatibilité C est maximale si elle est plus 
fine que toute autre classe de compatibilité. 

Soit B = À une partie de l’ensemble d'états d'un automate. 
Rappelons qu’on dit que l’ensemble d'états C est le successeur de 
l'ensemble B suivant l'entrée z; si et seulement si 


— Ô(B, z;) —{a, | a; = Ô (am, 2j), Am E B}. 
*) La première chose à faire en minimisant un automate consisterait à sup- 


primer les états impossibles, c'est-à-dire inaccessibles à partir de l’état ini- 
tial pour aucune séquence d'entrée [51]. 
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De la définition proposée il ressort que l’ensemble des états 
successeurs d’une classe de compatibilité est lui aussi une classe de 
compatibilité. 

Considérons l'algorithme de composition de couples compatibles 
par la méthode de la table triangulaire proposée par M. C. Paull et 

S. H. Unger [50]. On peut aussi trouver 
la description de cet algorithme: dans 
Tableau 3-5 V, Lasarev et E. Pijl [38]. Un algorithme 


Table triangulaire n'utilisant pas de table triangulaire 

pour l’automate S; est proposé dans [36]. 
D'après les tables des transitions et 
2 | 2.8 des sorties de l’automate on compose 
le une table triangulaire dont les colonnes 
3. et les lignes sont associées aux états de 
3 4,5 l’automate. Par exemple, le tableau 3-5 
2:90 est la table triangulaire composée pour 
l'automate S., défini par les tableaux 

4 | 2.3 


1.5 | 14 3-1 et 3-2. La forme triangulaire de la 

| | table s'explique par la réflexivité et la 
symétrie de la relation de compatibilité 
des états. Pour simplifier la notation, 
nous mettrons à à la place de a;. 

1 9 2 4 On met donc dans la table triangu- 
laire, à l'intersection d'une ligne m et 
d’une colonne s: : 

soit une croix ( X) si les états a», a, sont incompatibles suivant 
la sortie (tels sont, par exemple, les états a, et a, car dans le ta- 
bleau 3-2, dans la ligne associée à z:, on remarque à l'intersection avec 
les colonnes a, et a; des signaux de sortie différents, à savoir w, 
et w, respectivement); 

soit l'ensemble des couples successeurs du couple (a, a.) distincts 
de ce dernier, c'est-à-dire la totalité des couples dont la compatibilité 
garantit celle du couple (a, a.). Par exemple, la compatibilité de 
(a, as) suppose celle de (a, as) et de (a, a;), vu que (@,, a:) et 
(ar, a) sont les successeurs de l’ensemble (a,, a;) suivant les sorties 
z, et z, respectivement (voir tableau 3-1); 

soit enfin un \/ si le couple (a, a.) n’a pas de successeurs dis- 
tincts de lui-même, c'est-à-dire si le couple (a», a;) est compatible 
sans qu'il soit nécessaire d'imposer une condition quelconque à la 
compatibilité d'autres couples. Dans notre exemple, c’est le cas du 
couple (as, &s). 8 

Pour déceler des couples d'états incompatibles (et aussi compa- 
tibles, par la même occasion), on examine la table triangulaire 
colonne par colonne. Tombant sur une première case (i.j) marquée 
d'une croix (case (2.5) dans l'exemple considéré), on met une croix 
dans toutes les cases rontenant le couple (i.j) et une deuxième croix 
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dans la case (i.j) déjà examinée. Cette procédure est renouvelée 
pour toutes les cases marquées d’une croix (les cases nouvellement 
marquées y comprises); elle se termine quand toutes les cases de ce 
type auront été épuisées. Il est évident qu'après une telle opération, 
les cases restées sans croix correspondent aux couples d'états compa- 
tibles, et les cases comportant une ou 


plusieurs croix, aux couples incompa- Tableau 3-5 


tibles. Par exemple, le tableau 3-5 Table des couples 
compatibles construite 


d’après le tableau 3-5 


soumis à l'opération décrite prend la 
forme du tableau 3-6. Ce dernier permet 
de voir que 


RE Een 
dd, 5e 4e: 
1:03 LA466, 2.24 DAS. 


Dans de nombreuses méthodes de 
minimisation des automates partiels, 
après avoir décelé tous les couples d'é- 
tats compatibles, on calcule toutes les 
classes de compatibilité maximales. Exa- 
minons le procédé de recherche des classes 
de compatibilité maximales parmi les 
couples compatibles proposé par 
S. H. Unger [61]. 

Nous dirons qu'un ensemble d'états 
B (B & À) est compatible avec un état as € À (notation a» — BP) 
si et seulement si l’on a a, — a. pour tout a € B. Dans le cas 
contraire On à Am + B. 

L’algorithme de recherche de toutes les classes de compatibilité 
maximales se réduit à ce qui suit: 

4. Commencer la liste ® des classes de compatibilité par les 
couples compatibles figurant dans la colonne extrême droite de la 
table triangulaire comportant au moins une case sans croix. Dans 


notre exemple on a ® —{4.5} *). 

2. Allant de droite à gauche, écrire pour chaque i-ième colonne 
l'ensemble d'états À; = a;, c’est-à-dire l’ensemble des états cor- 
respondant aux cases sans croix dans l’i-ième colonne de la table. 


*) Afin de diminuer lernombre d'accolades emboîtées dans le cas où les élé- 
ments d'un ensemble sont encore des ensembles, nous utilisons les lettres barrées 
(surlignées), en séparant par des points les éléments de l’ensemble sous la barre. 
On écrira par exemple ® — {3.4.5, 2.3, 1.2, 1.4} au lieu de D = {{3, 4, 5}, 
{2,3}, {1,2}, (1, 4Y. Il est clair que la notation D — {4. 4. 5} désigne un emble 
à un élément, ou singlet, dont l'unique élément est à son tour un ensemble d'élé- 
ments 4 et 5. c'est-à-dire que D — {{4, 5})}. 
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Dans notre exemple 3 — 4.5 (la troisième colonne du tableau 3-6 
n’a pas de croix dans les lignes 4 et 5). 
Faire l'intersection de chaque À; avec chaque terme de la liste 


courante D. On a A, = 4.5, et la liste ® contient également un 
élément unique 4.5: 


4.5n4.5—24.5. 


Si une telle intersection contient plus d’un état, ajouter sur la 
liste la réunion de {a;} avec le contenu de l'intersection : 


3U4.5—3.45; O—4{4.5, 3.4.5). 


Maximiser ensuite l’ensemble ® obtenu, par suppression de tous 
les ensembles qui se rencontrent plus d’une fois sur la liste courante 
et de tous les ensembles qui font partie d’autres ensembles de la 
liste : 


D = {3.4.5}. 


Ajouter sur la liste tous les couples composés de a; et d’un état 
appartenant à À; et qui ne font pas partie d’un autre ensemble de la 
liste D (pour i — 3 rien à ajouter). 

Voyons ce que donne le deuxième pas de l'algorithme pour la 
totalité des colonnes: 


D=—({4.5}; 
3-45, O—4{3.4.5); 
2-3,  D—{3.4.5, 2.3); 
1-24, O—4{3.4.5, 2.3, 1.2, 1.4) 


3. Ajouter sur la liste ®, telle qu’elle se présente après le deuxiè- 
me pas, tous les singlets dont l'unique élément est un ensemble qui 
ne figure dans aucune autre classe de compatibilité maximale (néant 
dans notre exemple). 

Il est évident que la liste ® ainsi dressée réunit toutes les classes 
de compatibilité maximales. Ainsi donc, pour l’automate S$, 
(tableaux 3-1 et 3-2 et table triangulaire 3-6) l’ensemble des classes 
de compatibilité s'écrit 


D=4{3.4.5, 2.3, 1.2, 1.4). 


Donnons sans commentaires encore un exemple, tiré de [651]. 
Il s'agit de chercher toutes les classes de compatibilité maximales 
pour l’automate S;, défini par les tableaux 3-7 et 3-8 (sa table trian- 
gulaire prend la forme du tableau 3-9). 
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Tableau 3-7 
ô: AX Z—+A 
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Tableau 3-9 
Table triangulaire pour l’automate S; 


2.6 
2| 4.9 
3| 3.8 | V | 
4 3.5X |2.6X| 6.7X 
X 1.9X] 5.8X 


D = 


=> N = N D 


&—0723 
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D = {8.9} : 
7 = 8.9, D={8.9, 7.8.9} *) ; 
6-9, O=—{7.8.9, 6.9) ; 
5 — 6.7.8.9, O=—{7.8.9, 6.9, 5.7.8.9, 5.6.9) ; 
4 5.6.7.8.9,  D—4{5.7.8.9, 5.6.9, 4.5.7.8.9, 4.5.6.9) ; 
3 — 6.7.8.9, D={4.5.7.8.9, 4.5.6.9, 3.7.8.9, 3.6.9} : 
2 — 3.5.6.7.8.9, O—4{4.5.7.8.9, 4.5.6.9, 3.7.8.9, 3.6.9, 2.5.7.8.9, 


2.5.6.9, 2.3.7.8.9, 2.3.6.9) : 
1 2.3.5.6.8,  OD—4{4.5.7.8.9, 4.5.6.9, 2.5.7.8.9, 2.5.6.9, 


a 


2.3.7.8.9, 2.3.6.9, 1.5.8, 1.5.6, 1.2.5.8, 
1.2.5.6, 1.2.3.8, 1.2.3.6). 


Le problème de recherche de l’ensemble des classes de compatibi- 
lité maximales peut aussi se présenter comme la recherche des cliques 
1 maximales (sous-graphes complets) d’un gra- 
phe de compatibilité non orienté, dont les som- 
mets sont associés aux états internes de l’au- 
tomate initial, et les arêtes, aux couples d’é- 
tats compatibles. Le graphe de la relation de 
4 7 compatibilité pour l’automate S, est tracé sur 
la figure 3-1. 
g 

CE pre Les exemples cités montrent que les clas- 
compatibilité pour Ses de compatibilité maximales des automates 
l'automate S, partiels peuvent se rencontrer et que leur nom- 
bre peut être très supérieur à celui des états 
de l’automate initial. Le maximum de ce nombre est évalué à 

3M/3, où M est le nombre des états de l’automate initial [46]. 


3-2. Recouvrement fermé minimal 


Proposons-nous de fusionner les états d’une classe de compatibili- 
té en un seul. Faisons-le par exemple dans la classe de compatibilité 


maximale 4.5.6.9 de l’automate S, (tableaux 3-7 et 3-8). La transfor- 
mation correspondante de la table des sorties n'offre aucune difficul- 
té. Les colonnes sont fusionnées en une colonne unique. A l’intersec- 
tion de cette colonne avec une ligne z; on met un tiret si toutes les 
colonnes à fusionner présentent un tiret à cette ligne. Dans le cas 


*) Les ensembles supprimés au cours de la maximisation sont mis en relief 
par des chiffres gras. 
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contraire, on met dans cette ligne le signal de sortie qui figure à la 
ligne z; au moins dans l’une des colonnes. Par exemple, les colonnes 
Gas A5» Ge et a, donnent ensemble la colonne (écrite en ligne) 
W, — — W 

: Comment se transforme la table des transitions ? Les successeurs de 
la classe 4.5.6.9 sont la classe 1.2.5 suivant l'entrée z,, la classe 1.3 
suivant l'entrée z., 2.6 suivant z, et 5.6 suivant z,. Pour que l’auto- 
mate résultant du fusionnement des états de 4.5.6.9 de l’automate S; 
soit déterministe, il faut que fusionnent les états de 1.2.5, 1.3, 2.6, 
5.6. À son tour, le fusionnement des états de 1.2.5 nécessite celui 
de 2.6, 4.9, 3.6: de même, le fusionnement de 1.3 nécessite que fu- 
sionnent les états de 3.8, et ainsi de suite. Nous voyons que les fu- 
sionnements s’enchaînent. 

On appelle chaîne B engendrée par un ensemble d'états C un 
système d’ensembles défini comme suit [25]: 

1. C'est considéré comme un élément de la chaîne. 

2. Si Q est un élément de la chaîne, tous les successeurs de Q 
contenant plus d’un élément sont considérés comme des éléments 
de la chaîne. 

On procède en outre à la maximisation de la ehaîne B. Par exem- 
ple, la classe de compatibilité maximale 4.5.6.9 de l’automate S, 
engendre la chaîne suivante: 


BP — = {4.5.6.9, 1.2.5, 1.3, 2.6, 3.6, 3.8, 1.6, 2.7, 1.8, 2.9, 3.9. 


Ici la chaîne Be contient tous les états de l’automate initiaL 


Tous ses éléments sont des classes compatibles (qui peuvent très 
bien ne pas être maximales). Le fusionnement de chaque classe en 
un état unique conduit à un automate déterministe qui recouvre 
l’automate initial mais admet 11 états: autant qu’il y a de classes 
dans la chaîne B>—. 


Ces raisonnements nous conduisent à la notion de système d’en- 
sembles d'états fermé. 

Nous disons qu'un ensemble D de classes de compatibilité est 
fermé si le successeur immédiat de chaque classe C € D est contenu 
au moins dans une classe de D. Il est évident que toute chaîne engen- 
drée par une classe de compatibilité est un ensemble fermé. 

Si un ensemble D de classes de compatibilité contient dans ses 
classes tous les états d’un ensemble À, nous dirons que D recouvre 
l’ensemble des états de l’automate initial; l’ensemble D lui-même 
sera appelé recouvrement (un autre terme fréquemment employé est 
le groupement [51]). 


[A 
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‘ Un ensemble D de classes de compatibilité s'appelle recouvrement 
fermé (groupement régulier) si D est un recouvrement (un groupement) 
et si D est fermé. 

Pour s'assurer de la fermeture d’un recouvrement contenant une 
classe de compatibilité donnée à un élément, on n’a pas besoin de 
vérifier si la classe en question est fermée dans le recouvrement 
considéré, car chacun de ses successeurs est soit vide, soit constitué 
par un élément unique, ce qui revient à dire qu'il est toujours con- 
tenu dans l’une des classes constitutives du recouvrement. 

Il est clair que l’ensemble des classes compatibles maximales 
est toujours un recouvrement fermé pour l’automate donné. 

Paull et Unger [50] ont montré qu'à tout automate S’ à AM’ états 
recouvrant un automate $ = (À, Z, W, à, À, a,) correspond dans 
S un recouvrement fermé de puissance M”; réciproquement, à tout 
recouvrement fermé de puissance M” dans S correspond un auto- 
mate S’ qui recouvre S. De cette façon, le problème de minimisation 
des états d’un automate se réduit à la recherche d’un ensemble fermé 
de classes compatibles recouvrant l’ensemble d'états de l’automate 
initial et ayant le plus petit nombre de classes de compatibilité, 
donc à la recherche du recouvrement fermé minimal. 

La recherche d’un automate S° = (4”, Z”, W”, 6”, À”, a,), sus- 
ceptible d'être représenté par le recouvrement fermé D trouvé pour 
l’automate initial $S, ne présente pas de difficultés. A chaque classe 
de compatibilité C; € D on fait correspondre un état a; du nouvel 
automate S”’. Pour chaque classe C; € D et pour chaque z; € Z, on 
calcule l’ensemble des successeurs T';; de C;, T;; — (Ci, z;). 

Les fonctions des transitions et des sorties sont : 


non définie si T;;=@; 
Ô (ai, pd ai, où a; est l’état associé à une des classes de com- 
patibilité C;€D contenant T;;Æ@; 
À (ai, z;) s’il existe un a;,€C; tel que la fonction 
À (ai, 2j) = À (&igs 25) Soit définie; 
Le définie dans le cas contraire. 


Comme état initial a, de l’automate S”, on choisit n'importe 
quel état dans 4”, à condition qu'il corresponde à une classe de 
compatibilité contenant l’état initial a, de l’automate S. 

On comprend mieux à présent le mécanisme de construction de 
l’automate S, (tableaux 3-3, 3-4) à partir de l’automate S;. On 
a pris comme recouvrement fermé initial pour cet automate l’en- 


semble des classes de compatibilité maximales D — {1.2, 1.4, 2.3, 
3.4.5} = {b,, be, bs, ba}. 

La procédure proposée permet de voir qu'il existe plusieurs auto- 
mates qui se laissent construire d’après le recouvrement fermé donné 
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D. En effet, il arrive que les classes de compatibilité dans D se 
rencontrent ; il existe donc, pour certains successeurs T';;, plusieurs 
classes C'; € D contenant T';;, ce qui explique l'éventualité de diffé- 
rentes variantes de définition de la transition Ô’ (ai, z;). Aussi, 
par exemple, pour le même auto- 

mate S,et le même ensemble d'états Tableau 3-10 
{b:, b2, bs, b,} on a construit une 5": A XZ—+ A! 
nouvelle fonction des transitions 
ô” (tabl. 3-10). 

Avant d'introduire deux pro- 
priétés suivantes du recouvrement 
fermé minimal, donnons une défi- 
nition. On dit que la classe de com- 
patibilité C; est une classe essen- 
tielle dans un recouvrement fermé D 
si l’une des deux conditions sui- 
vantes est remplie: 

1) la classe C; est essentielle pour la condition de recouvrement, 
c'est-à-dire qu’il existe un état a, € Ci tel que a, 6 C; quel que soit 

2) si C, est une classe essentielle de D pour la condition de 
recouvrement, il existe un élément C,, de la chaîne engendrée par 
C, tel que C,: = Ci et C1 & C; quel que soit C; ED, où j Æ i. 
Dans ce cas C, est une classe essentielle de D pour la condition de 
fermeture. 


THéorëme. Si D est un recouvrement fermé minimal, toutes ses 
classes sont essentielles. 

La preuve résulte immédiatement de la définition d’une classe 
essentielle et de la minimalité de D. 

COROLLAIRE. Aucunes deux classes distinctes d’un recouvrement 
fermé minimal ne sont entre elles dans une relation d'inclusion. 


3-3. Minimisation des automates partiels à l’aide 
des classes premières 


La procédure de minimisation des automates partiels proposée 
par Paull et Unger [50] comprend trois étapes principales: 

1. Recherche de toutes les classes de compatibilité maximales. 

2. Recherche d’un recouvrement fermé minimal. 

3. Reconstruction d’un nouvel automate d’après ce recouvre- 
ment fermé minimal. 

Les étapes 1 et 3 sont suffisamment simples (leurs algorithmes 
ont été considérés dans 3-1 et 3-2). C’est à l'étape 2 que des difficultés 
surgissent. [Il convient de noter que dans certains cas, l’ensemble 
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des classes compatibles maximales pour l’automate donné contient 
des classes qui ne font pas partie du recouvrement fermé minimal; 
au contraire quelques-uns de leurs sous-ensembles propres peuvent 
devenir éléments de ce recouvrement. Il y a en outre des cas où cer- 
taines classes de compatibilité maximales fournissent plusieurs élé- 
ments du recouvrement fermé minimal, alors que d’autres n’en 
fournissent pas un seul. Quant au nombre de recouvrements fermés 
minimaux, il s'avère quelquefois nettement supérieur au nombre des 
états de l’automate partiel. On comprend donc l'utilité pratique du 
problème de recherche d’un recouvrement fermé minimal pour l’auto- 
mate donné. L’algorithme proposé dans [50] est celui d'examen 
complet de toutes les classes de compatibilité possibles, ainsi que 
des chaînes engendrées par celles-ci. 

A. Grasselli et F. Luccio [25] montrent qu’en cherchant un recou- 
vrement fermé minimal, il suffit de considérer une seule partie de 
l’ensemble des classes de compatibilité, à savoir le sous-ensemble 
des classes premières. La méthode de minimisation proposée par 
Grasselli et Luccio se réalise en deux étapes: 

1. Construction de l’ensemble des classes premières. 

2. Choix d’un recouvrement fermé minimal à partir des classes 
premières à l’aide d'une table particulière. 

Pour définir la notion de classe première, nous introduirons deux 
notions préliminaires. 

Nous appellerons ensemble engendré par une classe de compati- 
bilité C, l’ensemble P, des successeurs C,, de la classe C,, c’est-à- 
dire des classes telles que 

1) Cai == Ca; 

2) Cui E Caj Si Cas E Pa; 

3) Cai contient plus d’un élément. 

De toute évidence, si l’on veut que la classe de compatibilité C, 
vérifie la condition de fermeture sur tout ensemble de classes D, 
chacun des éléments de P, doit être contenu dans une classe de D 
distincte de C,. Les ensembles engendrés par les classes compatibles 
maximales de l’automate S, sont résumés dans le tableau 3-11. 

Nous dirons qu'une classe compatible C, est exclue par la classe 
compatible C; siC; € Ciet P; = P;, où P; et P, sont des ensembles 
engendrés pour C; et C; respectivement. 

Par classe première on entend une classe de compatibilité qui 
n’est{exclue par aucune autre classe de compatibilité. [l est évident 
que toute classe de compatibilité maximale est première, car elle 
n’est jamais plus fine qu'une autre classe de compatibilité. 

Les auteurs de [25] démontrent le théorème suivant: él existe 
au moins un recouvrement fermé minimal constitué par des classes 
premières. 

On obtient les classes premières en décomposant chaque classe 
de compatibilité maximale en sous-classes et en cherchant des sous- 
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classes premières. Remarquons que seules se laissent décomposer les 
classes à ensembles engendrés non vides: en effet, pour une classe 


à ensemble engendré vide, l’inclusion stric- 
te d’aucune classe première n’est possible. 

On commence par dresser la liste des clas- 
ses premières. La liste débute par les classes 
maximales ayant le plus grand nombre d'’élé- 
ments. Supposons qu'elles contiennent n 
éléments chacune. Dans notre exemple, 


on choisit la classe C, — 3.4.5 du ta- 
bleau 3-11. 

En première itération sont générées 
toutes les sous-classes d'ordre n — 1 (c’est-à- 
dire qui contiennent r — 1 éléments) et 
l'on calcule les ensembles engendrés par 
ces sous-classes. Seules sont ajoutées sur 
la liste celles qui ne sont exclues par 


aucune classe première déjà figurant sur la liste. 


ple, on ajoute ceci: 


Ci = 3.4, P,= {1.4}; 
C3=3.5, P3=0; 
C,=4.5, P,={1.2}. 


Tableau 3-11 
Ensembles engendrés 


par les classes maximales 


de l’automate S; 


Ensembles 
engendrés 


Classes 
maxima- 
les 


Dans notre exem- 


Ensuite on ajoute sur la liste toutes les classes de compatibilité 
maximales d'ordre n — 1: 


Tableau 3-12 


Classes premières 
de l’automate S,; 


Classes 


Ensembles 


Cs=2.3, P;—=4{4.5}; 
Ce = 1.2, P3=4{2.3}; 
Cy=1.4, P;={2.3}. 


d'ordre nr et 


premières | engendrés En deuxième itération sont générées 
toutes les sous-classes d’ordre nr — 2. Les 
C,=3.48 | 14, 12 | Classes génératrices sont alors les classes de 
C.=5& = compatibilité maximales : 
un : n — 1. D'itération en itération on produit 
Cs=3.5 (6) les sous-classes de tous les ordres. À chaque 
Ci=4.5 1.2 itération on retient seules les sous-classes 
C;=2.3 Z5 non exclues par celles qui y figurent déjà, 
Cy=1.2 53 ainsi que les classes de compatibilité ma- 
PR er né ximales de même ordre. 
ee 2.8 La liste exhaustive des classes pre- 
Cg=4 7) mières de l’automate S, est donnée dans 
Co=2 lo) le tableau 3-12. 
Cio=1 g La deuxième étape de la méthode de 


Grasselli-Luccio consiste à chercher un 


ot 
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ensemble de classes premières tel qu’il soit fermé, constitue un 
recouvrement et contienne le plus petit nombre de classes. 

A cet effet, on construit une table dite de recouvrement et de 
fermeture (voir tableau 3-13 pour l’automate S,), constituée de deux 


Tableau 3-18 
Table de recouvrement et de fermeture pour l’automate S, 


1 2 slslsfnlr 13 | 73 
553 | | X | x | x o|o X 
CHBBEORRORE 
CHRREOBEORRE 
C,=4.5 | | | X X |o X 
HS REBAEE 
CHOC BRRRBRRE 
C;=1.4 X | x E | Lo 
ai | | | [xl | | || 
RUES SRE 
ut [xl ll 1) 11) 


parties. La table comporte autant de lignes qu’il y a de classes pre- 
mières sur la liste. Les colonnes de la partie gauche sont les états 
internes de l’automate. A l'intersection de Ia ligne C; avec une co- 
lonne j, on met une croix ( X) dans le cas où l’état a; appartient à la 
classe Ci. Cette partie est analogue au tableau des implicants pre- 
miers de Quine [53] utilisé pour minimiser les fonctions booléennes. 
Les ensembles de classes premières tels qu'ils aient au moins une 
croix dans chaque colonne de gauche de la table sont des recouvre- 
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ments. Un recouvrement n'est fermé que s’il vérifie les conditions. 
spécifiées dans la partie droite de la table. 

Les colonnes de droite sont composées de la façon suivante. Soient 
C4 une classe première, et P, = {Cor - -., Can + + + Cana} 
son ensemble engendré. Une colonne est réservée à chaque CL, € P, ; 
à l'intersection de cette colonne avec la ligne C,, on met un rond (). 
On met une croix X dans la colonne C,, à l'intersection avec les. 
lignes correspondant aux classes premières qui contiennent C,». 
Il est clair que si une ligne appartenant à un recouvrement fermé 
contient un () à l'intersection avec une colonne quelconque, l’en- 
semble des lignes constituant ce recouvrement fermé doit nécessaire- 
ment comprendre au moins une ligne qui présente une croix X dans. 
cette même colonne. 

Grasselli et Luccio [25] suggèrent des règles de réduction de la 
table, grâce auxquelles on obtient une table cyclique de recouvre- 
ment et de fermeture. La recherche d'un recouvrement fermé minimal 
à l’aide de cette table est facilitée par les méthodes de programmation 
linéaire en nombres entiers. Beaucoup d'auteurs ont proposé leurs. 
méthodes de réduction des tables de ce type; nous ne les décrirons. 
pas ici en raison de leur extrême complexité *). 

W. S. Meisel [43] propose une méthode de recherche d’un recouvre- 
ment fermé minimal constitué uniquement de classes premières. 
Le procédé consiste à tracer des arbres et à faire correspondre les. 
classes premières à leurs sommets. Nous illustrerons cette méthode 
sur l’exemple de l’automate S, (tableaux 3-14, 3-15) dont les classes. 
premières sont résumées dans le tableau 3-16. L'automate S, est 
tiré du travail [25] de Grasselli et Luccio. Le même exemple est. 
utilisé — avec quelques erreurs — par Meisel dans [43]. 

Les arbres sont tracés sur la figure 3-2. Ce sont des structures. 
ramifiées générées de gauche à droite. La classe première qui se 
trouve à l’extrême gauche constitue l'élément initial de génération 
d’un arbre: c’est sa racine. Sur la figure 3-2, les éléments initiaux 


sont les classes premières 1.2.4.5 et 1.7. 

L'algorithme de traçage des arbres se réduit aux opérations sui- 
vantes. 

1. Choisir un état de l’automate contenu dans le plus petit 
nombre de classes premières. (S’il existe plus d’un état de ce type, 
on arrête le choix sur l’un quelconque d'eux.) Toutes les classes. 
premières contenant cet état seront les éléments initiaux des arbres 
à générer. 


*) Leur difficulté tient non seulement à ce que la recherche d’un recouvre- 
ment fermé minimal d’après la table correspondante n’est pas chose facile, mais. 
aussi au fait que les classes premières sont trop nombreuses. Par exemple, l’auto- 
mate S4 à neuf états (tableaux 3-7, 3-8) admet soixante-dix classes premières. 
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Tableau 3-14 


ô: AXZ—+A 


Tableau 3-15 
À: AXZ—W 


Pour l’automate S,, tels sont les états a;, a;, a; contenus chacun 
dans deux classes premières. Nous choisirons a, : cela revient à choi- 


sir comme eiements initiaux les classes premières 1.2.4.5 et 1.7. 

2. Tracer un arbre à partir de chaque racine de la façon suivante. 

a) On retient comme sommet de l’arbre une classe première C'; 
telle que l’ensemble engendré par elle n’est pas vide et n’est pas 
recouvert par l’ensemble D (C;) des classes premières se trouvant sur 
le chemin qui passe par C; (autrement dit, la classe C,; n’est pas 
fermée sur l’ensemble en question). De C; sont issus autant de che- 
mins qu’il y a de combinaisons de classes premières vérifiant la 
condition de fermeture de C:. 


Considérons par exemple le chemin (1.2.4.5, 4.8, 3.6.7) sur la 
figure 3-2. Quand on ajoute le sommet 3.6.7, aucune des conditions 
de fermeture du chemin en question, 3.4 ou 5.8, n’est encore vérifiée. 
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Ce sont les ensembles {4.5.8, 2.8.4} et {4.5.8, 3.4} qui vérifient 
ses conditions de fermeture : on les retient donc pour tracer les deux 
chemins issus de 3.6.7. 

b) On retient comme sommet de l’arbre une classe première 
Ci telle que l’ensemble engendré par elle est vide ou recouvert par 
l'ensemble D (C;) des classes premières 


se trouvant sur le chemin issu de C.. Tableau 3-16 
Si chaque état de l’automate est contenu Classes premières 
dans une classe de D (C;), l'ensemble de l’automate $, 
D (C;) est un recouvrement fermé, mini- : a. 

f 1 : asses nsembles 
mal de surcroît si le chemin correspon- Sremities cn enués 


dant est le plus court. S’il existe des 
états non contenus dans les classes pre- 
mières de D (C;), on arrête son choix sur 
l'état qui est contenu dans le plus petit 
nombre de classes premières. Chaque 
classe première contenant cet état déter- 
mine une branche partant de C:. 


Considérons le chemin (1.2.4.5, 4.5.8) 
sur la figure 3-2. Chaque élément de 


l'ensemble {1.2, 1.4} engendré par la 
classe première 4.5.8 est recouvert par 
la classe première 1.2.4.5, ce qui amène 


à analyser l’ensemble {1.2.4.5, 4.5.8} 
qui correspond au chemin parcouru. 
Aucun des états as, &s, a, n’est contenu 


dans les classes 1.2.4.5 et 4.5.8. Les 
états a; et a, sont contenus dans quatre 
classes premières; l’état as, dans six. 
Nous choisissons l’état a; et nous traçons à partir de 4.5.8 les 


quatre branches 6, 3.6, 3.6.7, 6.7 (l’ensemble des classes premières 
contenant &g). 

c) Tous les chemins sont tracés parallèlement, jusqu’à ce qu'on 
obtienne un premier recouvrement fermé minimal: par ce procédé 
on se ménage la peine de prolonger l’arbre au-delà du niveau atteint. 
Puisque le chemin (1.2.4.5, 4.5.8, 6.7, 2.3) détermine déjà un recou- 
vrement fermé minimal, il est inutile de tracer des chemins de lon- 
gueur supérieure à 4. 

L’algorithme proposé est facile à justifier. En effet, pour être 
retenue comme une branche, la classe première examinée doit véri- 
fier les conditions de recouvrement et de fermeture. Or, pour que les 
conditions de recouvrement soient vérifiées, au moins un élément 
initial doit nécessairement appartenir à un recouvrement fermé 
minimal. 
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REMARQUE. La méthode de [43] conduit souvent à des arbres 
redondants, car on n’y propose aucun critère qui permettrait de 
s'arrêter à bon moment ou d'éliminer les chemins superflus. 

Considérons par exemple le chemin (1.2.4.5, 4.5.8, 6, 3.6.7) 


sur la figure 3-2. Dans ce chemin 6 € 3.6.7 : or, en vertu du corollaire 
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Fig. 3-2. Arbres des recouvrements de l’automate S, 


cité en fin du $ 3-2, ce chemin peut être supprimé, car dans un recou- 
vrement fermé minimal aucunes deux classes ne peuvent être entre 
elles dans une relation d’inclusion. Pour la même raison, on est en 


3-3] MINIMISATION DES AUTOMATES PARTIELS 61 


droit de ne pas considérer les chemins (1.2.4.5, 4.5.8, 6, 6.7), (1.2.4.5, 
4.5.8, 6.7, 3.6.7), (1.2.4.5, 4.8, 6.7, 4.5.8), etc. Ce critère d’élimi- 
nation permet souvent de réduire sensiblement le nombre de branches. 


34 
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Fig. 3-3. Arbres réduits des recouvrements de l’automate S, 


Compte tenu de cette remarque, on peut simplifier la minimisa- 
tion de l’automate S,: on s’en rend compte en confrontant les figu- 
res 3-2 et 3-3. La minimisation de S, (tableaux 3-1, 3-2) est illustrée 


Fig. 3-4. Minimisation de l’automate S; 


sur la figure 3-4 (les classes premières de S, sont résumées dans le 
tableau 3-12). Pour S,, un recouvrement fermé minimal sera À’ — 


— {1.2, 2.3, 4.5}. L'automate minimal correspondant à ce recouvre- 
ment est défini par les tableaux 3-17 et 3-18. 
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Tableau 8-17 Tableau 3-18 
Ô’: A X ZA’ À': A XZW 


Puisque souvent il suffit de trouver au moins un recouvrement 
fermé minimal, nous proposerons encore une règle efficace de sup- 
pression des chemins inutiles. 

Soient À — (Cixs ss se Cie na es Cin) et Q = (C j1 RE 

«+ Cjms + «+. Cjm) deux chemins tracés suivant l'algorithme 
décrit ci-dessus (C1 et Ch sont des éléments initiaux, avec éven- 
tuellement C;, = Ch), tels que: 

1) pour tout C;, il existe une classe C;, telle que C;y = Cin; 

2) Cin est une classe première vérifiant la condition (2b) de 
l'algorithme ci-dessus, c’est-à-dire que le chemin À définit un en- 
semble fermé ; 

3) N << M. 

Dans ces conditions, le chemin R exclut le chemin Q. On marque 
ce dernier d’une croix (fig. 3-3) et on n’y revient plus. 

Remarquons qu’en appliquant cette règle, on risque de manquer 
quelques recouvrements fermés minimaux; en revanche, elle garan- 
tit la construction d’au moins un recouvrement de ce type. 

Compte tenu des suggestions précédentes, la méthode de recherche 
d’un recouvrement fermé minimal constitué par des classes premiè- 
res proposée dans [43] nous semble nettement plus avantageuse que 
la méthode de [25], surtout en cas de calcul manuel. 


3-4. Une méthode approchée de minimisation 
des automates partiels 


Dans la minimisation des automates partiels par des méthodes 
exactes, les calculs deviennent vite trop volumineux lorsque le 
nombre d'états et de signaux d'entrée est élevé. On comprend donc 
l'intérêt des méthodes approchées qui permettent d'obtenir sur 
ordinateur une solution assez voisine de l’optimale pour des auto- 
mates suffisamment compliqués. Bon nombre de méthodes appro- 
chées et la plupart des méthodes exactes nécessitent la recherche de 
la totalité des classes de compatibilité maximales, dont le nombre, 
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comme on l’a souligné, croît rapidement avec l’augmentation du 
nombre des états de l’automate. Dans ce paragraphe, nous étudierons 
dans le détail un algorithme de minimisation approché où l’on n’a 
pas besoin de connaître toutes les classes de compatibilité maximales 
et qui permet d'obtenir, sans examen exhaustif, un recouvrement. 
fermé suffisamment proche d’un recouvrement minimal *) [52, 691]. 

Rappelons que toute classe de compatibilité appartenant à un 
recouvrement fermé est un ensemble d'états où tous les états sont 
compatibles deux à deux. Nous construirons donc le recouvrement. 
fermé sous forme d’un ensemble de classes de compatibilité recou- 
vrant l’ensemble des états de l’automate, tel que chaque ensemble de 
successeurs de chaque classe soit contenu dans une classe quelconque 
de cet ensemble. 

Soit D l’ensemble maximisé des classes de compatibilité pour un 
automate partiel S: cela veut dire qu'aucune classe de D ne fait 
partie d’une autre classe de D. Supposons que D n’est pas un recou- 
vrement fermé. Pour en faire un recouvrement fermé, nous étendrons 
les classes de compatibilité de D ou nous y ajouterons d’autres clas- 
ses. Composons un ensemble Q avec des ensembles engendrés par 
les classes de D ou avec des singlets {a,}, où a, est un état non con- 
tenu dans les éléments de D ou de Q. De cette façon, la réunion 
D LU Q recouvre l’ensemble des états de l’automate initial. Il est 
clair que si Q = ©, alors D est un recouvrement fermé. 

La transformation de D en un recouvrement fermé est une procé- 
dure itérative: à chaque pas on essaie d’inclure un élément g;, EQ 
dans une classe quelconque de D. Si D offre plus d’une classe admet- 
tant g:, on choisit celle qui minimise, dans @, le nombre d’ensembles 
engendrés, c’est-à-dire d'éléments de Q contenant plus d’un état. Si 
l'inclusion tentée s'avère impossible à cause de l’incompatibilité 
entre un état quelconque de g, et les états de toutes les classes de D, 
on ajoute g; à D. 

Comme D, on choisit initialement l’ensemble contenant le plus 
grand nombre d'éléments: D = {{a;}, ..., {a;}, . .., {a.}}, où 
Gin + + +» Œjy + - +, GR SOnt des états incompatibles deux à deux. La 
puissance (nombre d'états) de cet ensemble est la borne inférieure 
du nombre d'états de l’automate minimal recouvrant l’automate 
donné. Pour construire l’ensemble initial D, on peut chercher les 
classes d’incompatibilité maximales d’après la table triangulaire 
(par analogie à la recherche des classes de compatibilité maximales) 
et choisir parmi elles la classe contenant le plus grand nombre d'’élé- 
ments. On aboutit au même résultat en traçant le graphe de la rela- 
tion d’incompatibilité et en cherchant le sous-graphe complet ayant 
le plus grand nombre de sommets. D’autre part, un choix stochasti- 


*) G Friznovitch [7]a DIpeee une approche intéressante du 
problème de minimisation des automates, basée sur le coloriage des sommets 
des graphes. 
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que de l’ensemble initial d'états incompatibles deux à deux s’avère 
suffisamment efficace. 

ExeMpre. Appliquons cet algorithme à la recherche d’un recou- 
vrement fermé pour l’automate S, défini par les tableaux 3-14 et 


Tableau 3-19 
Table triangulaire de l’automate S, 


3-15. Sa table triangulaire est présentée par le tableau 3-19. Cher- 
chons l’ensemble des classes d’incompatibilité maximales Din: 


Dine = {7.8} ; 
6 8, Dine = {7-8, 6.8} ; 
5L6.7, Din ={7.8, 6.8, 5.6, 5.7}; 
246.7,  Dine ={7.8, 6.8, 5.6, 5.7, 4.6, 4.7}; 
345.8, On =47.8, 6.8, 5.6, 5.7, 4.6, 4.7, 3.5, 3.8}; 
2,16.7.8, ŒDine —{2.7.8, 2.6.8, 5.6, 5.7, 4.6, 4.7, 3.5, 3.8} ; 
1413.68, ŒDinc= (2.7.8, 2.6.8, 1.6.8, 5.6, 5.7, 4.6, 4.7, 3.5, 1.3.8). 
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Etablissons-nous sur D — {1, 3, 8}. On a alors comme ensemble 
initial Q = {2, 4, 5, 6, 7}. La procédure de construction du recou- 
vrement fermé est résumée dans le tableau 3-20. 

Tableau 3-20 


Construction d’un recouvrement fermé pour 
l’automate S, 


ts D Q 
0 1, 3,8 2,4,5,6,7 
1 1.7, 3, 8 2,4,5,6 
2 1,7: 2:3:8 4, 5,6 
3 1.7, 2.3, 4.8 5,6 
4 1.7, 2.3, 4.5.8 6, 1.2, 1.4 
5 1.7, 2.8, 4.5.8, 1.2 6, 1.4 
6 1.7, 2.3, 4.5.8, 1.2.4 6, 2.5 
7 1.7, 2.8, 4.5.8, 1.2.4.5 6 
8 |1.7,2.3, 4.5.8, 1.2.4.5, 6 ® 


Après la troisième itération on a D = 1117. 923: 4.8}, Q = 

= (5, 6}. . Éssayons de recoller 1 éléments de Q à ceux de D. Puis- 
que 5 + 1.7,6 L 1.7, 5 L 2 3, 6 + 2.3, 6 + 4.8 et 5 4 4.8, on 
peut en quatrième i Létation elite 5 dans la classe 4.8: on obtient 
alors D = {1.7, 2.3, 4.5.8}. La classe 4.5.8 engendrera l'ensemble 
{12, 1.4} ue les éléments seront inclus dans Q: cela donne Q — 
— {6, 1.2, 1.4). En cinquième itération, aucun élément de Q ne 
se recolle à aucun élément de D : on porte donc de Q à D l'ensemble 
1.2, et ainsi de suite. Après la septième itération, on obtient un 


recouvrement fermé D = {1.7, 2.3, 4.5.8, 1.2.4.5, 6} dont le nombre 
d'éléments n’est que d’une unité supérieur à celui du recouvrement 
fermé minimal. 

Le dépouillement statistique des résultats d'application de 
l'algorithme approché est présenté dans [52]. 


3-5. Minimisation des automates 
complètement spécifiés 


Quand il s’agit de minimiser un automate complètement spé- 
cifié, au lieu de la relation de compatibilité entre états on envisage 
la relation d'équivalence. Deux états a, et a, sont dits équivalents 


5—0723 
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(notation a, = a,) si l’on a w (am, £) = &w (a,, Ë) pour n'importe 
quel mot d'entrée Ë; autrement dit, dans des états équivalents, 
l’automate présente la même réponse à n'importe quel mot d’entrée. 

Deux automates S = (4, Z, W, 6, À, a,) et S” — (4’, Z, W, 
ô’, À’, a) de même type (de Mealy ou de Moore) sont équivalents 
si et seulement si pour tout état a, € À il existe son équivalent 
a, € A’, et réciproquement, si pour tout a; € A’ il existe son équi- 
valent a,, € À. 

L'’automate S est minimal si et seulement si de a, = a, il res- 
sort que Am — Gs. 

L'ensemble des classes maximales se transforme, dans le cas 
d’un automate complètement spécifié, en partition x de l’ensemble 
de ses états en classes d'équivalence disjointes. La partition x 
permet de chercher les éléments redondants dans l’ensemble d’états 
A. Supposons que les états a,, et a, de l’automate soient équivalents: 
cela revient à dire que l’application d’une même séquence d’entrée 
produira toujours l’apparition d’une même séquence de sortie, qu'il 
soit dans a, ou dans a, et ceci pour toute séquence d'entrée, par 
conséquent, l’un de ces deux états, par exemple a,, peut être sup- 
primé dans À. Si chaque classe d'équivalence ne contient qu’un 
seul état, l’ensemble À est irréductible. Par contre, si une ou plu- 
sieurs classes contiennent plus d’un élément, on est en droit d’exclure 
de À tous les éléments sauf un par classe : on obtient ainsi un auto- 
mate ayant un nombre minimal d'états. 

Cherchons la partition x pour l’automate S,; (tableaux 3-21, 
3-22) d’après sa table triangulaire (tableau 3-23): 


D = {5.6}; 
3-24, D—4{5.6, 3.4): 
15, O=—{56, 32, 12)=n 


La procédure de reconstitution de l’automate minimal d’après 
la partition x est la suivante. 


Tableau 3-21 Tableau 3-22 
Ô: AXZ—+A À  AXZ—W 
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1. Choisir, dans chaque classe d'équivalence de la partition x, 
un élément; former avec ces éléments l’ensemble À’ des états de 
l’automate minimal S” = (4, 
Z, W, 6’, \', a) équivalent à 
l’automate donné $S = (4, Z, 
W, ô, À, a). Dans notre exem- Table triangulaire de l’automate S, 
ple, nous choisirons 4° = {a;, 
dy, A5}: 

2. Définir Îles fonctions des 
transilions  Ô': A X Z— À’ 
et des sorties À’: A" X ZW 
de S’ sur l’ensemble À” X Z. 
A cet cffet, supprimer dans les 
tables des transitions et des 
sorties les colonnes qui corres- 
pondent aux états non compris 
dans À” el remplacer Lous Îles 
états dans les colonnes restantes 
de la table des transilions par 
leurs équivalents de l’ensemble 
A'. L'automate minimal S: est 
présenté dans les tableaux 3-24, 
3-29. 

3. Comme a;, choisir dans A” un état équivalent à a,. Il est 
commode de prendre pour a; l’état a; lui-même, dans le cas où 
ay E À”. 


Tableau 3-23 


Tableau 3-24 Tableau 3-25 
Ô': A X ZA! L': A' XZ—W 


di ds 


Considérons encore une autre méthode de recherche de la par- 
tition x de l’ensemble d'états d’un automate complètement spécifié 
en classes d'équivalence ; cette méthode a été proposée par D. D. Aufen- 
kamp et F. E. Hohn [2]. 

Introduisons tout d’abord une relation d'équivalence moins 
forte : nous dirons que deux états a», a, sont k-équivalents (notation 


k 
Am = à) Si l’on à © (Am, En) = © (as, Er) pour tous les mots d’en- 
trée £4 de longueur #. Deux états qui ne sont pas k-équivalents seront. 
appelés k-distinguables. 


5% 


68 MINIMISATION DES AUTOMATES [GH. III 


L'algorithme de recherche de x est le suivant. On cherche par 


itérations successives les partitions a}, To, . . ., Tr, Ta+1 de l’en- 
semble À en classes d'états 1-, 2-, . . ., k + 1-équivalents 
entre eux, jusqu'à ce que, à une # -- 1-ième itération, l’on constate 


que fr+, — fn. Les auteurs de l'algorithme montrent très simple- 
ment qu'à cette itération la partition nr, = n, c’est-à-dire que les 
états k-équivalents sont équivalents, et que le nombre d'itérations k 
conduisant à 7, —= x n'est jamais supérieur à A1 — 1, où M est 
la puissance de l’ensemble À. 

A titre d'exemple, cherchons la partition x pour l’automate S, 
(tableaux 3-21, 3-22). D'après la table des sorties (tableau 3-22), 
nous obtenons immédiatement la partition x. en classes d'états 
Î-équivalents en regroupant en classes 1-équivalentes les colonnes 
identiques : 


T1 = {PB Bo} = 1.2.5.6, 3.4. 


En cffet, deux états sont 1-équivalents si, placé dans ces états et 
attaqué par un mot d'entrée de longueur 1 de son alphabet d'entrée, 
l’automate produit la même sortie, et ceci pour tout mot d'entrée, 
d’où l’on déduit que les colonnes de la table des sorties correspon- 
dant à ces états doivent être identiques. 

Construisons le tableau de x, (tableau 3-26) en remplaçant les 


Tableau 3-26 Tableau 3-27 
Partition x, des états Partition x, des états 
de l’automate S,; de l’automate S, 


états du tableau 3-21 par les classes de 1-équivalence correspondan- 
tes. Il est évident que deux états 1-équivalents a, a, sont 2-équi- 
valents s'ils sont {-équivalents pour tout signal d’entrée comme 
précédemment. D'après le tableau 3-26, nous obtenons la parti- 
tion x, en classes d'états 2-équivalents (tableau 3-27): 


To — {Cu C, C3} = 1.2, 5.6, 3.4. 
La partition nn; se construit de la même façon (tableau 3-27): 
ts = {Ds Ds, Ds} = 1.2, 5.6, 3.4; 
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elle se confond avec n,. La procédure est terminée. La partition 
Fs = TN, —= à est la partition de l’ensemble des états de l’automate 
de Mealy S, en classes d'équivalence. 

L'algorithme de reconstitution d’un automate minimal équi- 
valent à l’automate donné d’après sa partition x a été décrit plus 
haut. 

Pour la minimisation des automates de Moore complètement 
spécifiés, on introduit la notion de 0-équivalence des états et la par- 
tition de l’ensemble d'états en classes O-équivalentes: les états de 
l’automate de Moore repérés par le même signal sont regroupés dans 
une telle classe. Deux états O-équivalents sont 1-équivalents s'ils 
sont O-équivalents pour n'importe quel signal d'entrée. Toutes 
les autres classes d'équivalence des états de l’automate de Moore 
sont cherchées en analogie parfaite avec le cas de l’automate de 
Mealy examiné ci-dessus. 


CHAPITRE 4 


COMPOSITION ET DÉCOMPOSITION 
DES AUTOMATES 


4-1. Connexion de deux automates 


Dans les paragraphes qui suivront, nous définirons la notion 
de réseau d’automates et donnerons un énoncé des proble- 
mes de composition et de décomposition d'automates. Le présent 
paragraphe contient la description des trois principaux types de 
connexion des automates: en parallèle, en série et avec boucle de 
retour (rétroaction). 

Connexion en parallèle. Deux automates connectés en parallèle 
sont représentés sur la figure 4-1. Ici S, — (4,, Z, W,, ô,, À;) 

et S: = (4,5, Z, Wa, Os, À). L'al- 

W, phabet d'entrée est commun aux 

W=y(Wxw) deux automates. Les sorties de S; 

et de S, sont reliées à un traduc- 

teur de fonction œ@ (automate sans 

mémoire) qui réalise l'application 
Fig. 4-1. Connexion en parallèle œ@: W, X W: — W 

de deux automates L'automate résultant de la con- 

nexion en parallèle de deux auto- 

mates S,, S, est l’automate S— (4, Z, W, 6, À) dans lequel: 

1. L'ensemble d'états À — À, X À, est l’ensemble des couples 
dont le premier et le deuxième éléments sont respectivement les 
états des automates S, et S, : 


À = {am = (Am; Am) | Am, € Au Am, E A}. 


Z 


2. L'alphabet d'entrée est l'alphabet d'entrée Z des automates 
S, et S2. 


3. L'alphabet de sortie est W — p(W, X W,), go étant l'appli- 
cation à réaliser. 


4. La fonction des transitions Ô: À X Z — À se définit comme 
suit : 


Ô (Gms 25) = (O1 (Amir Zf)» Oo (Amy Zf))s Zf E Z. 
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Une autre notation que nous utiliserons également est 
ô (A X Z) — (ô, (A1 X Z), Oo (Ao X Z)). 

5. La fonction des sorties À: À X Z— W se définit comme suit: 
À (ms 25) = P (Mi (am 25), Ào (am, 2ÿ)), 


ou encore 
À (4 X Z) = (M (41 X Z), Àe (43 X 2)). 


Considérons un exemple de connexion en parallèle de deux auto- 
mates S, — (B, Z, U, 6,, À) (tableaux 4-1 et 4-2) et S, — 
— (C, Z, V, Ô», À2) (tableaux 4-3 et 4-4). La fonction q: U X V — 
— W est définie par le tableau 4-5. 


Tableau 4-1 Tableau 4-2 
Ô,: BXZ—+B M:BXZ—U 


Tableau 4-3 Tableau 4-4 Tableau 4-5 
0>:CKXZ—+C h:CXZ—V QUXV—R-W 
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L'’automate résultant sera S = (4, Z, W, 6, À), dans lequel: 
1 4A=BXC—- {(b:, C1); (O1: Ce); (Do, C1) (Do; Co) (ds, C1) 
(ss, C)} = aii.: à +5 Ge}: 


. W —= {w;, Ds; Wz}. 
4. La fonction des transitions Ô: À X Z— À est définie par le 


tableau 4-6. On a par exemple, 
Ô (as, 21) — Ô (be, C1); 21) — (O1 (Dos 21); Oo (C1 21)) = (bus C1) = Axe 
9. La fonction des sorties À: À X Z— W est définie par le 
tableau 4-7. On a, par exemple, 
À (as, 4) = À (Ur C1)» 21) — P (A (Des 21); À (C1 Z1)) — 
= D (ue, 1) = Wo. 


Tableau 4-7 


Connexion en série. Deux automates connectés en série sont repré- 
sentés sur la figure 4-2. Ici S, — (4,, Z, W,, ô,, À1) et S, — 
= (4,, W,, W, 6, À), c’est-à-dire que 
W, y l'alphabet de sortie de l’automate S$, 
= 4 2 est l'alphabet d'entrée de S.. 
L L'automate résultant de la con- 
Fig. 4-2. Connexion en sé- nexion en série de deux automates S;, S, 
rie de deux automates est S — (4, Z, W, 6, À), dans le- 
quel : 
1. A = À, X ÀA,, ou À = {am = (am; Am) | Am; € Au Am, € 
E A}. 
2: Z = 7; 
3. W= W. 
4. La fonction ô: À X Z—+ À se définit comme suit: 


Ô (am; z;) - (1 (Am: Zj); Ô2 (Am, À (Am z;))), 


ou encore 
Ô (4 X Z) = (61 (41 X Z), 62 (A2 X M (A1 X Z))). 
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9. La fonction À: À X Z—+ W se définit comme suit: 
À (Am) +) ns À (Am, M (Am z;)), 
ou encore 
À (4 X Z) = ho (4 X M (A1 X Z)). 
Considérons un exemple d’interconnexion en série de deux auto- 
mates S, = (B, Z, U, ô,, À) et S, = (C, U, W, 6, À,). L’auto- 
mate S, est le même (tableaux 4-1, 4-2) que dans l’ exemple de con- 


nexion en parallèle, tandis que l'automate S, est défini par les ta- 
bleaux 4-8 et 4-9. 


Tableau 4-8 Tableau 4-9 
ds: CXU—+C hICXU—W 
| C1 Co 
Uy C] Co 
Ua Co C1 


L'automate résultant de cette connexion sera S — (4, Z, W, 
0) dans lequel : 
A = B X C = {(b1 ci), (by, Co), (Dos Ca); (dos Ca); (bass Ca); 

&s, C2)} — (4j, Go, As, Aus A5 A6}. 

2. Z = {z,, 2e 

3. W = {w;, We}. 

4. La fonction des transitions 6: À x Z —+ À est définie dans 
le tableau 4-10. Ici on a par exemple 


Ô (Gs, 21) — Ô ((Dzs Ca), 21) — (Ô1 (Dos 21); O2 (C1s À (O2 Z1))) = 
= (1, O2 (C1 Ue)) = (b1s Ce) = Qo- 


Tableau 4-10 


Ô:AXZ—+A 


bec bac: UT 


boci 
boce 


bic: 
DaCo 


bc 
Doc 


5. La fonction des sorties À: À X Z—+ W est définie dans le 
tableau 4-11. On a par exemple À (as, z,) — À ((b:, c;), 1) = 
— À (Ci, À (Dos 2Z1)) = Ào (C1 Ue) = Wa. 
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Tableau 4-11 


Connexion à boucle de retour. Deux automates connectés avec 
une boucle de retour sont représentés 
Z Z; W sur la figure 4-3. Ici S, — (4,, Z;,, W, 
Ô1, À) et Ss = (4, W, Ws, À, À). 
Le traducteur de fonction (automate 
sans mémoire) réalise l'application 
viZX Wir 21. 
Fig. 4-3. Connexion à boucle Nous allons montrer que dans le cas 
de retour de deux automates d’une connexion à boucle de retour, 
l’un des automates au moins — S, ou 
S; — est toujours un automate de Moore. Supposons le contraire: 
soient S,, S, deux automates de Mealy. Alors 


Wa = ho (de XW), W= hd X 2) 
Le signal d'entrée Z, du premier automate serait 
UA=y(ZXxW)=Y(Z Xe (42 X W)) = 
= ÿ(Z X Ào (40 X À1 (41 X Za)))- 


On voit donc que Z, dépend, à un instant donné, de Z, au même 
instant, ce qui compromet la stabilité du réseau ainsi constitué. 
Par contre, si un des automates, par exemple S,, est un automate de 
Moore, ona W =, (4,)et 


A=vGXW:) = Y(Z Xe (4e X W)) = 
= y(Z Xe (de X M (41). 


Le réseau est stable. 
Soit S, un modèle de Moore (W;, = À: (4:)). L'automate résul- 
tant de : connexion à boucle de deux automates S,, S, est S — 
. » W, 6, À) dans lequel: 
ee A1 X A Où À = {am = (am Am,) | Am, € Au Am, E 
€ 4, Fe 
. Z = Z. 
3: W = W. 
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4. La fonction 8: À x Z— À se définit comme suit: 
Ô (Gms 25) — (O1 (Amis Ÿ (Zÿr Re (am3)))» Ôe (Amar A1 (Amis Y (2 2 (am.))))), 
ou encore 
Ê (A X Z) = (61 (A1 X y (Z X Àe (42))), 
0e (4e X A1 (41 X Y (Z X Àe (42))))). 
5. La fonction À: À X Z—> W se définit comme suit: 
À (am» 25) = A1 (Amy Y (Zys Àe (@m))); 
ou encore 


A (A X 2) = (41 X y (Z X Às (42))). 


. Considérons un exemple de connexion pig, 4-4. Exemple de conne- 
à boucle de retour (fig. 4-4) de deux  xion de deux automates avec 
automates S, — (B, P, W, Ô,, À) (ta- une boucle de retour 
bleaux 4-12, 4-13) et S, = (C, W, V, 

ô:, À+) (tableau 4-14). La fonction y: Z X V —+ P est définie dans 
le tableau 4-15. 


Tableau 4-12 Tableau 4-13 
À : B X P — W 

| b; b, ba 
Pi Wi ls A 
Pa La (Ton Us 

Tableau 4-14 Tableau 4-15 
d:CXW—+C, 
D, C7 V:ZXF—-P 


l'1 


C1 


C1 
Ca 
C1 


L'automate résultant de retie connexion est S = (4, 2. W, 6, À) 
dans lequel: 
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1. A =8B X C — {(b1; C1) (b1; Ca); (D; C1); (Do; Co) (3, C1)> 
(bs, Co)} = y, Go, Ass Aus A5, 6}. 
Zi = \2; 2 25) 

3. W = {w,, w:, w3}. 

4. La fonction des transitions Ô: À X Z — À est définie dans 
le tableau 4-16. On a par exemple Ô (as, 21) — 6 ((b:, C1), z1) = 


— (Ô1 (bo, OV (Zi Àe (Cr), Ve (C15 M1 (Os OV (Zn Àe (C))))) — 
= (01 (Des Y (Zir Va))s Oo (C1s 1 (Pos VV (Z1r La)))) — (61 (Das Pa)r 
Oo (C1s M1 (Dos P1))) = (os Ve (C13 Wo)) = (Vas Ce) = @4- 


Tableau 4-16 


0: AXZ—+A 


5. La fonction des sorties À: À X Z + W est définie dans le 
tableau 4-17. On a par exemplel À (as, 21) — À ((b+, C1), 1) = 
—= À (De, Y (213 Ào (C1))) = M (Dos Y (215 La)) = A1 (Oo Pi) = Wa: 


4-2. Connexion à fonction de sortie 


Considérons trois automates S, — (B, Z, X, ô,, 11), So = 
= (C, X, Y, 6, À) et Sa = (D, Y, W, ô:, À3) connectés en série 
(fig. 4-5). Plaçons-nous dans le cas général où, à un instant initial &,, 
les automates S,, S, et S, se trouvent respectivement dans les états 
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b:,, ci et di,; l'entrée de S, est attaquée par un mot d'entrée £, — 
= Zi,Zi, -.. Zi, Pour connaître le mot de sortie &,., il est néces- 
saire de définir la réponse de chaque automate: 


Mot d'entrée E, . . . . . . Zi, 22: Te 
Séquence d'états internes 
de Si . ee ee ee + + bi, b;, = 01 (b; z;,) 
Mot de sortie de S.; 
Ex = 1 (bi; Sr)... ti, = (b;,, z;,) T,,=h (b;., Z; : 
Séquence d'états internes 
de So . + + + + + + + ee Ci. CR (ci; Ti.) eh à 
Mot de sortie de S; 
Éy = (ci, Ex) + + + + Yi, =he(ci T;,) io À: (ci, z due 
nequelse d'états internes 
e S 3 ee + + + ee di, di, =6s(d;, Yi.) S “ S 
Mot de sortie de S; 
En = O3 (d;; En) 6 cs. 0 de Le w; =hs(d;, Ui1) W;,=h3 (ds Vis) 


Il est clair que S, ne peut produire le signal de sortie Yi = 
= À, (Ci, xi,) et passer à l'état suivant c;, = 6, (ci, Fi) qu'après 
que l’automate S, ait produit son signal de sortie Li = À (bi, Zi). 
Tout pareillement, S, ne peut 
produire wi, = À3 (d;i,, yi) et : je ” 
passer à l’état suivant avant ETS, 8 A 55 
d’avoir reçu le signal de sortie 
Yi, produit par $.. Ainsi donc, 
le signal de Sortie Wis bien Fig. 4-5. Connexion en série de trois 
que se rapportant à l'instant automates 
i,, apparaîtra à la sortie du 
système au bout de 3T,où T 
est le temps mis par chacun des automates pour élaborer son signal 
de sortie. Dans le cas de connexion en série de nr automates, ce temps 
de retard atteindra nT, ce qui peut entraver le fonctionnement du 
système. En outre, un tel mode de connexion risque de perturber 
gravement la synchronisation des automates, surtout lorsqu'on 
adopte un couplage mixte série — parallèle ou qu'on introduit des 
liaisons en retour. 

Au lieu de la structure représentée sur la figure 4-5, nous exami- 
nerons donc une connexion des automates dite à fonction de sortie 
(fig. 4-6). Les automates précédents définis par un quintuple S; — 
— (4;, Z;, W;, 6;, À;) sont remplacés par des semi-automates S; = 
= (4;, Z;, Ô;). On entend par-là un automate de Moore à sorties 
complètes, c'est-à-dire qu’à chaque état interne de l’automate corres- 
pond son propre signal de sortie, distinct de ceux des autres états 
internes. Il est évident que dans un tel automate il y a autant de 
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signaux de sortie que d'états internes différents. Compte tenu de ce 
qui précède, on comprend que dans un automate de Moore à sorties 
complètes, il est possible d'identifier les états aux signaux de sortie. 
On peut donc utiliser, dans un semi-automate, le même alphabet 
pour les états internes et pour les signaux de sortie. Il est clair que 
la fonction des sorties devient inutile en pareils cas: en définissant 


Fis. 4-6. Connexion en série à fonction de sortic 


un semi-automate, on utilise simplement sa table des transitions. Les 
semi-automates sont quelquefois appelés automates sans sortie. 

Nous admettons donc que le circuit de la figure 4-6 est constitué 
par les semi-automates S, =: (B, Z, 6,), S, — (C, B X Z, 6:) et 
S3 == (D, C X Z, Ô:). La fonction de sortie réalise l’application 
g: BXCXDXZ—+ W. Si, à un instant initial ë,, les automa- 
tes S1, S:, S3 se trouvent dans les états b;,, ci, et d:, respectivement, 
l’arrivée d’un signal d’entrée z;, déclenche dans tous les trois auto- 
mates la transilion à l’état suivant: 


b;,= 0, (Di,, Zi); Ci = Vo (Cijs (bi, Zii)); dis = 03 (d:., (ci Zi)), 


car les entrées de S, et S; sont, à l'instant à,, les états actuels b;, 
et c;, de S, et S, respectivement, ainsi que le signal d'entrée z;.. 
Le signal de sortie w; = g (bi,, ci,, d;,, z;,) est aussi fonction des 
états actuels à l'instant à, et du signal d'entrée z;, au même instant. 
Ainsi donc, l'augmentation du nombre d’automates montés en série 
n'augmente nullement le retard à la sortie. 

Remarquons que c’est la fonction de sortie g qui détermine si 
l’automate résultant est un automate de Mealy ou de Moore: dans 
le dernier cas g ne dépend pas de Z. 


4-3. Réseau d’automates 


Un modèle utilisé en théorie algébrique des automates [28] pour 
décrire le fonctionnement en commun d’un groupe d’automates est 
le réseau d’automates. La notion de réseau d’automates telle qu’on 
la définit dans ce paragraphe est assez voisine de celle adoptée dans 
[28]. Or, les auteurs du travail cité ne définissent pas la notion de 
structure de réseau; par contre, nous estimons que la structure de 
réseau, que nous définissons comme une collection de fonctions, est 
fort utile dans l’approche des problèmes de composition et de décom- 
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position de réseaux ainsi que dans l'étude de leurs propriétés struc- 
turelles. 

La plupart des définitions de ce paragraphe sont tirées de l’article 
[35] dû à A. Kecvallik *). 

Le réseau d’automates est un sextuple 


N = (Z, {S:}, W, {fi} {pi}: g) 


dans lequel : 
4. Z est l'alphabet d'entrée. 
2. {S; — (4;, Z;, 6;)}, 1 Li n, est un ensemble d'automates 
composants (AC) du réseau. Chaque automate composant S; est un 
sous-automate (fig. 4-7) avec son 
alphabet d'entrée Z;, 


Lu pour Zi @, 
1075 pour Zi—=@, 


où Zi est son alphabet d'entrée in- 
terne et Zi son alphabet d'entrée ex- 
terne. Fig. 4-7. Automate composant 
La fonction des transitions de S; d'un réseau 
est Ô; : A; X Z;— À;. 
3. W est l’alphabet de sortie du réseau. 
4. {fi: (X 4,2}, 1<i, j L n est l’ensemble des fonctions 
J 


de connexion des automates composants du réseau **). 
». {b;: Z— Zi},1<i<n,est l’ensemble des fonctions d'entrée. 
6. g: (XA;) x Z— W est la fonction de sortie du réseau. 
? 


Fig. 4-8. Réseau composé de nr automates 


Les ensembles {S;} ct {j;} s'appellent respectivement la base 
et la structure du réseau. 


*) A. Mélikhowv (voir par exemple [44]) propose une approche légère- 
ment différente du problème de décomposition. 
**) xXA; est la notation abrégée de A1XA42X . .. XAn- 
j 
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Un réseau ainsi défini peut être considéré comme un modèle 
général susceptible de décrire le travail en commun de plusieurs 
automates réunis dans un système, car il ne comporte aucune res- 
triction quant au choix des composants ou de la structure. Un réseau 
d'automates à 7 composants est représenté sur la figure 4-8. 

Tout réseau V admet un automate fonctionnellement équivalent 
S, que nous appellerons automate résultant du réseau N. 


Un réseau N = (Z, {S;}, W, {fi}, {Vi}, g) admet un automate 
résultant 


S x — (4 w Zn W v Ô x À x) 
dans lequel : 
à À x = X Ài, =", CRC Ne 


2. Zr = Z. 
3: W y — W. 


4. La fonction des transitions ô,: An X Zn — AN se définit 
comme suit : 


On (Am: 2f) = On ((Amir ++ + Œmys ++. Amp) 2j) = 


—= à Ô; (am, : (fi (Am, …. Am) Yi (z;)))*). 


Ici Am € Am 2} PAT An; € À;, Am — (Am; “ere Am) 
9. La fonction des sorties Ày: Ar X Zrk — W}\ (pour le mo- 


dèle de Mealy) se définit comme suit: 


Àn (ms 25) = £ ((Gmss + + +5 Amn)1 2f)- 


Dans le modèle de Moore on a 


xs À x — W », hÀn (am) — £g (Am . …. e9 dns): 


Prenons un exemple. Soit un réseau V = (Z, {S,, S,, S:}, W, 
(as for sh {Vus Vos Va}, 2) (fig. 4-9) dans lequel Z = {z,, Zo, Zs, 


Za}, W = {w,, wo}. 


*) X (an, (f; (am, 4 Am)» Vi (z))) est la notation abrégée d'un vec- 


teur à rz composantes dont la i-ième composante est égale à 6; (an, (f; (em, . 
cs Amn)r Vi (z))). 
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L'automate composant S, = (B, Z,, ô,). Son alphabet d'entrée 
est Z, — X, car $, ne reçoit pas en entrée de signaux issus d’autres 
automates composants; X — {x,, x,, x:}. La fonction f, = @; 


Fig. 4-9. Exemple de réseau composé de trois automates 


la fonction #,: Z— X est définie dans le tableau 4-18. La fonction 
des transitions 6,: B X X — B est définie dans le tableau 4-19. 


Tableau 4-18 Tableau 4-19 
Ÿ: è FA — X 


Tableau 4-20 Tableau 4-21 Tableau 4-22 
Va: Z—+Y f:BXD—+Q do: CX(QXY)—+C 


L'automate composant S,= (C, Z>, 6). Son alphabet d'entrée 


est Z; — Q X Y — (qu Yi), (Qu Yo); (Gas Yihs (Gas Yr)}s Q = 
{Qi Qe} ; Y = {y;, Yo}. 


6—0723 
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Tableau 4-23 Tableau 4-24 Tableau 4-25 Tableau 4-26 


Les fonctions W#,: Z— Y, f,: BxXD—+Q et ë8,:C x (Q x 
X Y)— C sont définies dans les tableaux 4- 20, 4-21 et 4-22 res- 
pectivement. 
L'automate composant S: = (D, Z:, Ôs). Son alphabet d'’en- 
trée est 
Z3 =PxT—= {(P1 ti); (Pi to); (Po ti); (Pa Le}; 
P = {pu Pah T' = {tu to}. 
Les fonctions Ps: Z— T, fs: C— Pet ô,: D X (P XT)—D 
sont définies dans les tableaux 4-23, 4-24 et 4-25 respectivement. 
La fonction de sortie du réseaug:C XD —W 
Tableau 4-27 est définie dans le tableau 4-26. 
Table dés codés Tous les paramètres énumérés sont des don- 
d'états de Sn nées du problème, puisque le réseau NV est donné. 
On demande de composer son automate résul- 
An |Bxcxp| tant S x = (À nv: Zn Ma dx Àxy) dans lequel: 


14 Ay=BXCXD = {(b,, c;, di), ... 
….s (D3s Cos do) }= {@y, + . ., A2}. Si le nombre 
a; bicid d'états est grand, il est bon de définir À y à 
de biCids l’aide d’une table des codes d'états (tableau 4-27) 
ag biCods dans laquelle à chaque état de À, on fait cor- 
4 biCodo respondre un vecteur ayant pour composantes 
ä bocid; les états des automates composants du réseau. 
a boCido 2. Zn = Z = 2j, Zor 22 24}. 
a; boCod 3 Wii = W = {w,, w,}. 
ag bcodo 4. La fonction des transitions ô,: An X 
CR bscidi X Zn — Anest définie dans le tableau 4-28 
io baC1de (table des transitions marquée, car S, est un 
ayy | Dacod: automate de Moore: la fonction de sortie g est 
die |  bacodo indépendante de Z). On a par exemple 


Su (as, Z1)—= On ((O1s Cas di); Z1) — (O1 (O1 Yi (Z1)) 
Oo (Cas (fa (ir di); Vo (z1))); Os (dis (fa (Ce); 
Vs (21)))) — (ô1 (Ps; ti), Oo (Ces (Qis Yur))s O3 (dus (Pos t1))) = 


Fe 1» Cr do) — Qo: 
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9. La fonction des sorties À \: 
:Ay— W}, est définie dans le 
même tableau 4-28. Par exem- 
ple, À (as) hw (O1; Cos di) = 
— + (Cas di) — Wij. 

Les notions de réseau d’auto- 
mates et d’automate résultant per- 
mettent de formuler les problè- 
mes de composition et de décom- 
position des automates. Par com- 
position d'automates on entend la 
recherche de l’automate résultant 
Sy, pour un réseau donné À. 

Quant au problème de décom- 
position, il ne peut être formulé 
sans introduire quelques défini- 
tions préliminaires. 

Nous disons qu'un automate 
S' = (4A', Z', W", ô’, À’) est un 
sous-automate d’un automate S — 
= (4, Z, W, à, À) si et seulement 
si pour AS AÀ,/Z'sZ, W'= 
a W et pour tout a, € À’ et 
tout z;EZ' on a 


Tableau 4-28 


Ô’ (Am 2j) = Ô (am Z;); 
À" (Am: z;) D (d, z;). 


AN XZN— AN, kn: AX—WX 


Autrement dit, les deux auto- 
mates se comportent de la façon 
identique dans tout le domaine 
de définition de S’. Ainsi donc, 
l’automate $S «fait autant sinon 
davantage que S” ». 

On donne à titre d'exemple 
deux automates de Mealy, S’et S, 


ÔN ‘ 


Tableau 4-29 Tableau 4-30 
0’: A'XZ'—A'" \': A'XZ'-W' 


G* 
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S’ étant un sous-automate de S, dans les tableaux 4-29, 4-30 et 
4-31, 4-32 respectivement. 


Tableau 4-31 Tableau 4-32 
Ô: AXZ—A À: AXZ—W 


On dit que deux automates S, S” sont isomorphes s’il existe trois 
applications biunivoques 


M: A— À", pi Z—>Z,qçs:W—n 
telles que 


Pi (È (Am z;)) — Ô (Pa (&m); Po (z;)) 
et 


3 (À (am: z;)) = À (CE (am); Poe (z;)) 


pour tout a, € À et pour tout z; € Z. 

Le triplet d'applications 1, +, 3 s'appelle isomorphisme des 
automates S et S”. La notion d’isomorphisme se définit brièvement 
en disant que l’image de la fonction est égale à la fonction des ima- 
ges. En d'autres mots, deux automates isomorphes sont identiques, 
aux notations près des états internes, des signaux d'entrée et des 
signaux de sortie. 

Deux automates isomorphes S — (4, Z, W, 6, À) et S'— 
— (B, U, V, 6’, À’) sont définis dans les tableaux 4-33, 4-34 et. 
4-35, 4-36 respectivement. 

Ici l’isomorphisme se résume par le triplet @;, +, @3: 


Pride Paz Uo Ps Wir vs 
ao —+ b, Zo + U; Do —+ U3 


a3 —+ b; V3; — Vo. 


Vérifions l’isomorphisme pour le couple (a, z,) par exemple: 
Pi (Ô (Ge, Z1)) = F1 (as) — Dos O7 (P1 (ae), Po (Z1)) = Ô" (bis ue) = Das 
Ps (À (Ge, Z1)) = Ps (Us) — Le, À (Pa (ae); Pa (21)) = À (by Us) = Ve 
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Tableau 4-33 Tableau 4-34 
Ô:AXZ—A h: AXZ—W 


Tableau 4-35 Tableau 4-30 
ôÔ': BXU—B \L':BXU—V 
| 
| b, Ds b; 
Uj V1 U3 U3 
Us | Vo | Vi Uo 


Nous disons que S est une réalisation de S' (notation S =: Z? (S”)) 
si l’automate S admet un sous-automate isomorphe à S’. Ainsi 
donc, si S réalise S’, son comportement doit se laisser décrire par 
les mêmes fonctions, aux notations près, que celui de S”’ partout où 
ce dernier est défini, car S admet nécessairement un sous-automate 
S" isomorphe à S”. 

Le problème de décomposition d'un automate S peut maintenant 
être formulé ainsi: on demande de construire un réseau À tel que 
son automate résultant S, soit une réalisation de l’automate S 
donné : 


Sy = R (S). 


4-4. Partitions sur l’ensemble d'états 
de l’automate résultant d’un réseau 


Rappelons que la partition d'un ensemble À est un ensemble 


n = {B,,..., B,,} dont les éléments sont des parties de À (B; = 
S A, i—1,..., m), telles que: 

pour deux ensembles quelconques B; et B; (i-Æj)onaB;f 
NB; = ; 

m 

U B;= À; 
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Les B; (i = 1, ..., m) sont les sous-ensembles (ensembles) de 
partition x. 

Soit par exemple À = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. La partition x — 
— {{1, 2, 4}, {3}, {5, 6, 7}} sera notée comme suit: x — 1.2.4, 
3, 5.6.7. Autres exemples de partitions = même ensemble: 1, 


2.3.4.5.6, 7; 1.2.3.4.5.6.7; 1, 2, 3, 4, 5, 6, 

Les deux dernières partitions sont un particulières. La par- 
tition constituée d'un ensemble unique s'appelle partition unité 
et se note x (1). La partition dont les ensembles sont des singlets 
s'appelle partition zéro et se note x (0). 

Soient n;, 7; deux partitions d’un ensemble À. Nous dirons que 
nm; L nr; si et seulement si chaque ensemble de x; est contenu dans 
un ensemble de x;. Il est clair qu'une relation ainsi introduite est 
celle d'ordre partiel, car elle est 

1) réflexive (nr; < nrj); 

2) transitive (sin; < nr; et nr; L Ty, On a Ti L Hp); 

3) antisymétrique (si nr; <n;et nr; L T;, on a TN; = T;). 

Soient par exemple x, = 1.2.3.4, 5.6.7, nn, — 1.2, 3.4, 5.6.7 
et To = 1.2.5.6, 3.4.7 trois partitions de l'ensemble À = {1, 2, 3; 
4, 9, 6, 7}. Il est évident que x, < 7, et que ñ,, n, ne sont pas com” 
parables (n; < Ta et Ts Ce 1). Les partitions n,, nr, ne le sont nor 
plus. 

Il est clair que n; < n (1) et que x (0) < n;, où nr; est une par- 
tition quelconque d’un ensemble et x (0), x 1 (1) sont respectivement 
la partition zéro et la partition unité du même ensemble. 

Introduisons, sur l’ensemble des partitions d'un ensemble donné, 
les opérations de produit et de somme de partitions. Soient ñ;, ñ; 
deux partitions d'un ensemble À. Par produit nn; des partitions n; 
et x; on entend une partition de À constituée par la totalité des 
intersections non vides de chaque ensemble de x; avec chaque en- 
semble de x;. 


EXEMPLE, A—1{1, 2, 3, 4, 9, 6, 7, 8}. 
m—=1.2.3.4, 5.6.7.8; n—1.3.5. 2.4.6.7.8;: 
UE Er .8— 2.4; 


mt 
Aa 
— 


TL 


5.6.7.8 N 1.3.5— 5; 5.6.7.8 N 2.4.6.7.8—6.7.8 
= to 1.3, 2.4, 5, 6.7.8. 


Nous dirons que deux ensembles À et B sont liés si A NA BZÆ ©. 
Nous disons que deux ensembles À et B sont enchaînés s’il existe 
une suite ÀA,, A,, ..., À, telle que À = À,, B = A, et que À; 
est lié avec À;,, pour tout à = 1, ..., n — 1 (c’est-à-dire À;f 


N Ain Æ D). 
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Définissons la somme des partitions x = n; + n;. Soit B un 
ensemble de n;. Alors l’ensemble de x contenant B est la réunion de 
tous les ensembles de x; et de x; enchaînés à B. 


EXEMPLE. A—{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. 
rm =1.5, 2.6, 3.8.9, 4.7; n—1.4, 2.3.9, 5.7, 6.8: 


1.5N1.4ÆS; 
14147; 
4.7N572S. 


Alors 1.4.5.7 est un ensemble de x, = x, + n.. De même, 2.3.6.8.9 
est un deuxième ensemble de 73: 


IT: + To —= Hz — LÆST 2.3.6.8.9. 


La somme des partitions 3 = 71 + 7, se laisse parfaitement 
illustrer à l’aide d’un graphe. Traçons un graphe en assimilant ses 
sommets aux éléments de l’ensemble À. 

On a défini sur À deux partitions ñ, et 72. 4 
Nous relions deux sommets p etq(p,qEÀ) 


2 
par une arête si pet q font partie d’un d 
même ensemble de x, ou de x,: la parti- 1 
tion x, contient alors autant d’ensembles 7 3 


qu'il y a de composantes connexes sur le 
graphe construit. Les sommets appartenant 
à une même composante forment un ensem- 6 
ble de la partition n3. Le graphe de la 

figure 4-10 illustre le dernier exemple. ô 

Introduisons quelques notations: a = 
= b (x) signifie que a et b sont contenus Fig. Graphe illus- 
dans un même ensemble de la partition ('2nt la somme des par- 
mn; B, (a) désigne l’ensemble de Ia parti- TARA 
tion x qui contient a. 

Passons aux partitions de l’ensemble 
d'états À, de l’automate résultant Sy, — 
= (An, Zn, Wn; ôn; Àw) d'un réseau V composé de nr auto- 
mates $S,,..., S,. Montrons que le comportement de chaque 
automate composant peut être défini en termes de partitions 
de À ,. 


titions T 


Soient Am —= (Gmis + + :: Amn)s Ap = (aps; 04 dpn)3. ms Ap Ë 
EAx; 4m; ap E ÀA;; A;est L ensemble d'états d’un automate com- 
posant S; j — {,..., n. Définissons une partition Ti, i ir SUT 


l’ensemble À x en disant QUE Am = Gp (CT | i,) si et seulement si 
l’on a Am; = Gp, Pour tout j = iy, io, . . ., t,. Ainsi donc, deux 
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états Am, an de l’automate résultant tombent dans un même ensem- 
ble de iii, si et seulement si dans leurs codes les composantes 


li, do, +. «, i Sont respectivement égales. 


ExemPLe. Reprenons l'automate résultant S, dont les états sont 
codés comme il est montré dans le tableau 4-27. De ce tableau on 
tire immédiatement que 


no = 1.2, 3.4, 5.6, 7.8, 9.10, 11.12: 
To = 1.9.9, 2.6.10, 3.7.11, 4.,.8.12. 


On voit sans peine que chaque ensemble de iii, correspond 
à des éléments différents de l’ensemble Ai, X À, PRE Ai. 
(où Ai, est l’ensemble d'états de l’automate composant Si; Îi = 
= 14,...,r); autrement dit, la partition n; ; ...; contient autant 
d’ensembles qu'il y a d'états internes différents dans le système 
d’automates Si Si 7 Si. En effet, la partition x., admet 
4 ensembles, ce qui correspond au nombre d'états du système d'auto- 
mates constitué par S, et S3: € X D = {(c;, di), (c;, de), (co, di), 
(cs, d,)}. L'ensemble 1.5.9 de n,, correspond à l’état (c,, d,) du 
système S, et S,; les états a,, a;, a de S , admettent les mêmes 
composantes, c;, et d, dans les positions 2 et 3. L'ensemble 2.6.10 
correspond à l’état (c,, d:), l’ensemble 3.7.11 à l’état (c:, d,), et 
l'ensemble 4.8.12 à l’état (ce, do). 

Si dans His, Mar— 1,ilest possible de définir sur À x 
une partition n;, appelée quelquefois partition primaire. De toute 
évidence, am = 4p (n;) si et seulement si on a Am, = Op, (Am: ap € 
€ À; Am; Gp, € A;). Ainsi donc, dans le même ensemble de la 
partition x; tombent les états de l’automate résultant dont les 
i-ièmes composantes sont identiques. 

Dans notre exemple 


m=1.2.3.4 9.6.7.8, 9.10.11.12; 
nm) = 1.2.9.6.9.10, 3.4.7.8.11.12; 
H3—=1.3.0.7.9.11, 2.4.6.8.10.12. 


Il est clair que le nombre des ensembles de la partition n; est 
égal au nombre des états de l’automate composant S; et qu’il existe 
une correspondance biunivoque entre les ensembles de x; et les états 
de S ;. 
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Dans notre exemple 


I, Bi: is 5: T3, Da: 
1.2.3.4—b,, 1.2.5.6.9.10—c,  1.3.5.7.9.11— d,, 
0.6.7.8— b,, 3.4.1.8.11.12—c; 2.4.6.8.10.12— d.. 


9,10.11.12— b;; 


On peut désormais identifier les états de S; aux ensembles de la 
partition x; en admettant que l’automate S,, par exemple, présente 


trois états: 1.2.3.4, 5.6.7.8 et 9.10.11.12. Autrement dit, 


n=1.2.3.4, 5.6.17.8, 0.10.11.12—4{b, b,, b}=B, 
n=1.2.5.6.9.10, 3.4.7.8.11.12—4{c,, c}=C 
n.—1.3.5.7.9.11, 2.4.6.8.10.12—4{d,, d,)}—D 


4-5. Partitions à propriété de substitution 


Une partition x sur l’ensemble d'états internes d’un automate 
S — (4, Z, W, 6, À) possède la propriété de substitution (est une 
partition p.s.) si et seulement si de a, = a, (x) (où a, et a, sont 
contenus dans un même ensemble de x) il ressort que Ô (am, 2j) = 
= Ô (a;, z;) (x) pour tout z; € Z. 

Autrement dit, à partir de tous les états appartenant à un même 
ensemble de x l’automate passe, sous l’action de n'importe quel si- 
gnal d'entrée, à un des états tels qu'ils appartiennent tous aussi à un 
même ensemble de x. Cela veut dire que tout signal d'entrée réalise 
une application entre ensembles de x. Ainsi donc, pour z; € Z et 
B € x, il existe un seul ensemble B’ € n tel que 8 (B, z;) = B. 


ExemPLe. L'automate S dont la table des transitions est repré- 
sentée par le tableau 4-37 admet deux partitions p.s.: x, — 1.2.3, 
4.0.6 et > — 1.6, 2.5, 3.4. 


Tableau 4-37 


Ô: AXZ—+A 
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Vérifions-le pour x,. Cherchons les transitions provoquées par 
z, et z à partir de tous les états des deux ensembles de x: 


12:59: 


Ô (a;, 1) = ô (ai, 22) — A3 

Ô (ds; He Ô (@z, 22) = ds; 

Ô (az; 21) — 45 Ô (as, 22) — Go, 

6(1.2.3, z,)=— 15. 6(1.2.3, 2) = 1.2.3. 
4.5.6 

Ô (Gi, 24) = G; O(a, 22) = &5, 
Ô (as, Zi) — 1, Ô(Qs, 22) = di, 
Ô (ag, Z4) = 3; Ô (ag, 22) — &,, 


6(4.5.6, z) = 1.2.3: 6(4.5.6, z) = 4.5.6. 


Puisque les ensembles d’une partition p.s. x définie sur l'en- 
semble d'états À de S sont envoyés par n'importe quel signal d’en- 
trée dans des ensembles de cette même partition, on peut les assi- 
miler aux états d'un automate sans sortie (semi-automate) défini 
par n et S. 

Soit x une partition p.s. sur l’ensemble d'états de l’automate 
e — (4, Z, W, à, À). On appelle n-image de S un semi-automate 

= ({B: . Z, 5). B, € n, tel que Ô, (B:, z;) = B; si et seule- 
ri: si Ô (B;, 2) = B... 

ExemPze. L’automate S,, — (n:, Z, Ôx) défini dans le ta- 
bleau 4-38 est une x-image de l’automate S du tableau 4-37 pour la 


partition 1 = 1.2.3, 4.9.6 — {b,, b:}. L'automate Sx, = 
= (1, Z, Ôx,) défini dans le tableau 4-39 est une x- image du même 


automate S pour mt — 1.6, 2.5, 3.4 — {c, Co, Ca}. 


Tableau 4-38 Tableau 4-39 


Ôn: TU XZ—+ Tu Ôn.: Te X ZT 


C1 Co C3 
Z1 Ca C1 Co 
Z2 C3 C3 Co 


De toute évidence, les partitions p.s. triviales sont x (0) et x (1). 
Pour donner une idée de l’utilisation des partitions pour la dé- 
composition des automates, examinons le travail en commun des 
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semi-automates Sr, et Sr, (tableaux 4-38 et 4-39). Chacun de ces 
semi-automates fait une partie du travail accompli par l’automateS, 
puisqu'ils ne font que définir les ensembles de x, ou de x, qui con- 
tiennent tel ou tel état de S. Or, fonctionnant ensemble, ils indivi- 
dualisent tout état de S, étant donné que l'intersection de deux 
ensembles quelconques de x, et n, contient un état et n’en contient 
qu’un seul. Ainsi donc, les états de S;, et S4, définissent sans erreur 
possible l’état correspondant de S; par conséquent, ensemble, les 
automates Sr, et Sr, calculent les transitions de l’automate S. 

On montre sans peine que si n, et x, sont deux partitions p.s., 
alors ax et 1, + 7x sont aussi deux partitions p.s. [28]. 

La procédure de recherche de toutes les partitions p.s. pour 
un automate donné est suffisamment simple, bien qu’elle exige 
souvent des calculs fastidieux. Elle s'opère en deux étapes [28]: 

1. On calcule, pour chaque couple d'états (ah, a,), la plus petite 
partition P.S. (4m, &.) identifiant a» à a, (partitions p.s. primaires). 

2. On cherche toutes les sommes possibles des x (am, a.) obte- 
nues à la première étape : elles forment des partitions p.s. secondaires. 

Identifions deux états 
Am et a (Am: a E À) con- Tableau 4-40 
tenus dans un même en- S:AXZ—+A 
semble de la partition x 
cherchée: a, = a, (x). De 
la définition d'une parti- 
tion à propriété de substi- 
tution il ressort alors que 
pour tout 2; € Z les états 
Ô (ms 25) et Ô (as, z;) doi- 
vent eux aussi être iden- 
tifiés: Ô (am, 25) = Ô (as, 
2$) (a). Il est clair que si 
un état a, est identifié à a, et a; à a,, on devra avoir a, = a, (x), 
car la partition définit d'une façon univoque la relation d'équiva- 
lence qui, elle, est transitive. On applique cette procédure à chaque 
couple d'états figurant dans le même ensemble, jusqu’à ce que l’iden- 
tification des nouveaux états cesse d'être possible. On remarque 
facilement que la partition x (a,, a) ainsi construite possède la 
propriété de substitution et représente la plus petite partition qui 
puisse identifier les états a, et a, dans le même ensemble. Pour cons- 
truire d’autres partitions, on applique la procédure décrite à chaque 
couple d'états possible, c'est-à-dire A1 (M — 1}/2 fois, où A7 est 
le nombre des états de l’automate. 

A la deuxième étape on cherche les partitions p.s. sans consulter 
la table des transitions, en sommant les partitions p.s. minimales 
et en faisant les sommes des partitions p.s. nouvellement obtenues 
avec les partitions p.s. déjà existantes. 


d3 ag 


as Lo 
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Tab'eau 4-41 
Procédure de construction de partitions p.s. 


cou- | Couples cou- | Couples 
pLes essayés Partitions |Parti-| Lies cssayés Partitions Par- 
identi- 7 | p:s. résul- | tion À jden- TT — p.s. résul- tition 
fiés | 21 | 22 | 23 tantes P:S+ | tifiés | 21 | zo | 73 tantes p.s. 
US A nr = =, 
2.9 15.613.4| 1 
5.6 | 514 11.2 
3.4 | 5 |1.61.2| 1-2.5.6, 3.4 | x, 
1.2 15.6! 3 |1.2 
1.6 | 5 |3.4/1.2 
2: 
2. :à 
3.4 | 5 1.611.2] 1.2.5.6, 3.4 | n, 
1.2 15.61 3 |1.2 
1. 5 13.41.2 


© & © 
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EXEMPLE. Soit un automate défini par la table des transitions 
du tableau 4-40 *). Ses partitions p.s. triviales sont 


n(0) = 1, 2, 3. 4, 5, 6; n(1)—1.2.3.4.5.6. 


Identifions les états a, et a.: on obtient 1.2, 3, 4, 5.6. De la 
table des transitions on voit que les éléments de 5.6 doivent être 
identifiés. Or, 5.6 ne nécessite plus aucune nouvelle-identification 
de couples; on a donc x (1, 2) = 1.2, 3, 4, 5.6. 

Tous les calculs effectués se laissent facilement résumer par un 
tableau (voir tableau 4-41). On obtient de la sorte six partitions p.s. 
primaires. En faisant leurs sommes de toutes les façons possibles, 
on n'arrive à dégager qu'une seule nouvelle partition p.s. 17 — 
= Ho + Hg —= 1.2.3, 4, 5.6 + 1.2, 3, 4.5.6 — 1.2.3, 4.5.6. En fai- 
sant les sommes de x; avec x, . . ., xt, on n'obtient aucune nouvelle 
partition p.s. Ainsi donc, l’automate défini par le tableau 4-40 
admet neuf partitions p.s.: x (0), x (1), x,, . .., x. 


4-6. Couples de partitions 


Deux partitions (nr, x’) définies sur l’ensemble d'états À de 
l’automate S — (4, Z, W, 6, À) sont appelées couple de partitions 
Tableau 4-42 Si et seulement si de a, = a, (x) 
il ressort que Ô (am, z5) = Ô (a., 
z;) (n') pour tout 2;EZ ; am, a, € À. 
Autrement dit, (x, x’) est un 
couple de partitions si n'importe 
quel signal d'entrée sollicitant S 
applique des ensembles de x dans 
des ensembles de x’, c'est-à-dire 
si pour chaque z;€Z et BE 
il existe un ensemble et un seul 
B' Ex’ tel que Ô (B, z;) = B”. 


EXEMPLE. Soient n, = 1.2, 3.4 et x, = 1.3, 2.4 deux partitions 
sur l’ensemble d'états de l’automate S dont la table des transitions 
est donnée dans le tableau 4-42. On voit sans peine que (r;, T2) 
est un couple de partitions. En effet, 


1:25 
Ô (a, z3)— as, Ô (dy, Z2) = Q, Ô (ay, 23) = as, 
Ô (az, 24) — as, Ô (dy, 22) = 44; Ô (a, 23) = @1, 


ô(1.2, z,) = 1.3; Ô(1.2, 2:) = 2.4; Ô(1.2, 2) = 1.3. 


6: AXZ—+A 


*) Cet exemple est tiré de [14]. 
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Ô (az, 21) — 2; Ô(a3 22) 44, Ô (az, 23) = &, 
Ô(a,, z1) —&@, Ô(a,, 22) — 3, Ô (ay, 23) — Qo, 


) 
Ô(3.4, 21) — 2.4; Ô(3.4, 2) = 1.3; 6(3.4, 23) = 2.4. 


Il est clair que si x est une partition p.s., alors (x, x) est un 
couple de partitions. C’est ainsi que dans le dernier ne Ha = 

— 1.4, 2.3 est une partition p.s., aussi (xs 113) = (1.4, 2.8; 1.4, 2.3) 
fopmente elles un couple de partitions. 

On montre que si (x, n’) et (t, t’) sont deux couples de parti- 
tions sur l'ensemble d'états À de l’automate S, alors (nt, x’1’) 
Li + T, n° + T') sont également des couples de partitions sur À 

Remarquons que pour une partition quelconque x définie sur 
l'ensemble d'états de S les couples de partitions (x, x (1)) et 
(x (0), x) sont triviaux. En outre, si (x, x) 
est un couple de partitions et si n < x, 
alors (n, x’) est aussi un couple de parti- 
tions. De même, si t > x’, alors (x, +) est 
aussi un couple de partitions. 

Les partitions p.s. et les couples de 
partitions définis sur l’ensemble d'états 
d’un automate jouent un grand rôle dans 


Fir. 4-11. Automate com- 


posant S: la théorie de décomposition des automa- 
t . 

tes. Supposons par exemple que les sorties 

des automates composants S;,,S;, ..., S;, sont appliquées 


sur l'entrée d’un automate composant S; (fig. 4-11). On a montré 
plus haut que le nombre d’ensembles d'une partition n; est égal au 
nombre d'états de l’automate composant S; et qu'il existe une cor- 
respondance biunivoque entre les ensembles de x; et les états de :S;. 
D'une façon analogue, une partition mi,;,...:, définit les signaux 
d'entrée appliqués à f; en provenance des autres automates, car il 
existe une correspondance biunivoque entre les ensembles de ñ;,;,...i, 
et les états du système d’automates S;,, S;,, ..., S;,. Comme dans 
n'importe quel automate, l’état suivant de S; (l’ensemble de la par- 
tition x;) est défini par son état actuel et le signal d'entrée (constitué 
en l'occurrence par l’état du système d’automates S;,, 15%%, ... 

., S;. et la lettre de l’alphabet d'entrée externe 2; € Zi). Ainsi 
donc, l’état de S; se définit à chaque instant par l’état du système 
d'automates S;, S;,, ..., S;,, S; et par z; € Zi, c'est-à-dire par 
un ensemble de la partition m;,;,...:,; et par z;€ Zi; pour cette 
raison (Ti,i,...iris Ni) est un couple de partitions, et Ô; réalise une 
application Ts. ri X Z; dans x. 

Remarquons aussi que si l’entrée de S; n’est pas reliée aux sorties 
des autres automates composants (ce qui signifie que S; reçoit uni- 
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quement des signaux de Z;), alors Ô; réalise une application x; *X Z; 
dans x;; cela veut dire que (x;, x;) est un couple de partitions et 
que, par conséquent, x; est une partition p.s. 


ExEMPLE. En considérant le réseau montré sur la figure 4-9, 
on voit que nr, doit être une partition p.s. et que (To; To) et (oz Ta) 
sont des couples de partitions. Nous laissons au lecteur le soin de le 
vérifier à l’aide du tableau 4-28. 


4-7. Théorème général de décomposition 


Le théorème général de décomposition des automates est exposé 
dans [35]. De sa démonstration se dégage un procédé avantageux de 
construction d’un réseau d’automates dont l’automate résultant 
réalise un automate donné. Nous allons formuler ce théorème, évo- 
quer les idées fondamentales utilisées pour sa démonstration et dé- 
crire le procédé pratique de la décomposition. 

Soit {n;}, 1<i<n, un ensemble de partitions sur l’ensemble 
d'états À de l’automate à décomposer S — (4, Z, W, à, À). 


THÉORÈME. Pour un ensemble de partitions {n;}, 1<i<n, 
il existe un réseau abstrait d'automates N tel que R (S) = SX, si et 
seulement si 


n 


[= x (0). (ä-1) 


1—= 


Les partitions n; et les automates composants S; sont liés alors par une 
correspondance biunivoque. 


Un ensemble de partitions vérifiant la condition (4-1) sera appelé 
orthogonal. 

Afin d'illustrer la méthode de décomposition décrite dans la 
démonstration du théorème (voir [35]), nous allons décomposer 
l’automate de Mealy S = (4, Z, W, 6, À) défini dans les ta- 
bleaux 4-43 et 4-44. 


Tableau 4-43 Tableau 4-44 
Ô:AXZ—+A L' AXZ—W 
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Soient ses trois partitions 


mu—=1.2.3.4, 5.6; m—1.2.5.6, 3.4; n,—1.3.5, 2.4.6, 
telles que 
TMiol3 = TN (0). 
Nous associons à chaque partition x; une fonction F; : À X Z + 
—n; telle que F; (am, 27) = ni (Ô (am, z;)), c’est-à-dire que sa 


valeur sur le couple (a, z;) soit égale à l’ensemble de x; qui con- 
tient l'état a; = Ô (am, 2j); Am 43 € À, 2; € Z. 


Tableau 4-45 Tableau 4-46 
F;: AXZ—B Fa AXZ—+C 


“e 


Les fonctions F,, F, et F, sont définies dans les tableaux 4-45, 

4-46 et 4-47 respectivement. Elles se déduisent de la fonction ô: À X 

._.. X Z — À (tableau 4-43) en rem- 

Tableau 4-47 blaçant les états a, par l’en- 

F3: AXZ—D semble de x; qui contient a,. 

Nous adopterons les notations 

suivantes pour désigner les en- 

sembles des partitions a, 7 
et TT: 


ru =1.2.3.4, 5.6—{b,, b}=B, 
ñ:=1.2:9.0, 3.4={c,, Col =C, 
n3—=1.3.5, 2.4.6—{d,,d}=D. 


Faisons sur À et Z des partitions +; et n;, respectivement, de telle 
sorte que: 

1) deux états a», a, tombent dans un même ensemble de la par- 
tition T; (am = 4, (T;)) si et seulement si pour tout z; € Z on a 


F; (rm: zj) =, F; (Ge, z;), 


c'est-à-dire qu'on réunit dans chaque ensemble de +; les états aux- 
quels correspondent des colonnes identiques du tableau de F';; 
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2) deux signaux d'entrée z;, z; tombent dans un même ensemble 
de la partition n; (z;= 2; (ni)) si et seulement si pour tout a, € À 
on à 
Fi (am 25) = Fi (ams 21), 


c'est-à-dire qu'on réunit dans chaque ensemble de n; les signaux 
d'entrée auxquels correspondent les lignes identiques du tableau 


de F';. 
On obtient de la sorte 


T=1 3 6, 2.4, 5; M = Z124; 29235 
To = 1.2.3.4, 5.6; M2 242273 24 , 


Il est facile de voir qu'en assortissant (t;, x;), on obtient des 
couples de partitions, c’est-à-dire que n'importe quel signal d'entrée 
envoie chaque ensemble de x; sur un ensemble de 7T;. On remarque en 
outre que 7; est la partition maximale pour le couple (t;, x); cela 
ressort de la construction même de 7;, dont les ensembles regroupent 
les colonnes identiques du tableau de la fonction F;. 

Construisons le réseau N — (ZX, {S;}, WXx, {fi}, {p;}, g). 
A cet effet, cherchons toutes les composantes du cortège N *). Com- 
mençons par les alphabets d'entrée et de sortie du réseau. 

4. Posons Z , = Z. 

2. Posons W}, = W. 

Dans notre exemple, Z 4 — 421, 2, 23, 24}, WA —= {w,, us, wa}. 

3. Construisons les automates composants S; — (4;, Z;, Ô:i), 
1<i<n (la base du réseau): 

a) Posons À; = n;. Dans notre exemple, cela donne À, = 
= {b,, be} = B, As = {c, Co} = C, A3 = {di, do} = D 

b) Pour composer l'alphabet d'entrée d'un automate Z;, nous 


utiliserons les partitions T; et n; introduites plus haut. Rappelons 
qu'on a 


Zi x Zi pour ZA, 
i— ” , (4-2) 
Zi pour Zi= @. 
Ici Z;, Zi sont respectivement les alphabets d'entrée interne et 
externe de l’automate S;. 


Nous avons vu ci-dessus que (t;, x;) est un couple de partitions 
et que 7; est la plus grande partition qui puisse être assortie à x. 


*) Les alphabets d'entrée et de sortie du réseau sont désignés par les nota- 
tions Z x et W}x, les mêmes que pour l’automate résultant du réseau, afin de 
les distinguer se alphabets d'entrée Z et de sortie W de L' automate initial S — 
=( 4,7, W, 6, À) qu'il s’agit de décomposer. 


1—0723 
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D'autre part, on a vu dans le paragraphe 4-6 oue si l’entrée de f 
est liée aux sorties His Miss ser Ti, des automates composants 
Si, Shi us Si, (fig. 4-11), alors CINE x;) est un couple de 


: 
partitions dans lequel Ti: ii Ti parce que T; est la partition 
maximale pour x7;. On montre tout aussi facilement que Tiji ii 
Æ Hifi, «ee Mi Ti. Ainsi donc, pour reconstituer les automates 


dont les sorties aboutissent à l’entrée de f;, on doit chercher un pro- 
duit 
ir 
Ti Ti, ce Mir Ni TN; [] T ; 
Ji) 
non supérieur à T; *). 
Dans notre exemple, pour avoir le produit indiqué, nous cher- 
cherons d’abord tous les produits possibles des partitions deux à deux 
Ti ;: 


— ————— ——————— = ————— — — 
rex | 


Hilo = 1.2, 3.4, 5.6; nin:—=1.3, 2.4, 9, 6; 
Mol; — 1.5, 2.6, 3, 4. 


R appelons en outre que les partitions n,, n, et x, ont été choisies 
de façon à vérifier la condition ninentzs = x (0). 

Comparant ces produits avec T,, T, et T3, on s'assure que Ms KL 
< T5 MK T5 Miels K T3. 

Introduisons une partition Ë; telle que 


ir 
Gi — Il Hj, JA, 
J=t3: 
ce produit ne contient pas x;, car on peut relier à l’entrée de f; seules 
les sorties des automates composants, distincts de S; (voir fig. 4-11). 
Dans notre exemple 


Eu = Ta= 1.9.9, 2.4.6; = u=l:2:0.4. 5.6: 
Ës= fo = 1.2, 3.4, 5.6. 


Dans l’automate S; nous posons Zi = Ë;, Zi = n; et nous défi- 
nissons Z; par (4-2). 

c) Cherchons la fonction des transitions de S;:6;: 11; X Z; —m;. 

Soient «, B et y des ensembles des partitions n;, Ë; et n; respective- 
ment (a E n;, BEEË;, vE ni). Si E = Zi = ©, c'est-à-dire si nr; < 
< T; (x; est une partition p.s.), alors 


; (œ, Ÿ) = B3; (Ô (a, y)). 


*) L'existence d’un tel produit est corroborée par (4-1). 
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Ainsi donc, la valeur de la fonction des transitions 6; est égale 
à celui des ensembles de la partition x; qui contient Ô (œ, y), Ô étant 
la fonction des transitions de l’automate à décomposer S$ — (4, Z, 
W, 6, À). 

Par contre, si E; = Zi  @, alors 


{ Ba, GGNR, v)sia nn PÆ; 
non définie, c’est-à-dire égale 


ô; (a, (B, Ÿ)) = x 


à un ensemble quelconque de x;, 
si « A f= SZ. 


Revenons à notre exemple et cherchons les fonctions des tran- 
sitions pour chaque automate composant. 


Fig. 4-12. Automates composants du réseau: S, (a), S, (b), Sa (c) 


Automate S, (fig. 4-12, a): 
n1=1.2.3.4, 5.6—{b,, b}=B, 
= Zi 2223 = {24 Lo} = À, 


= n3= 1.3.0, 2.4.6—{d,, d}= D. 


La fonction 6,: B X (D X À) —B est donnée dans le ta- 
bleau 4-48. La même fonction décrite‘en termes de partitions est don- 
née dans le tableau 4-49. 


Tableau 4-48 Tableau 4-49 
6: BX(DXX)—+B Ôi 7 X (E1 X M) + 
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Explicitons la construction de la fonction 6, en considérant la 
transition à partir de l’état b, sous l’action du signal d'entrée (d,, x). 
Puisque £, Æ G,ona 
O1 (bi (di, T2)) = Ba (Ô (bi N di, 22)) = 

= Br (ô (1.2.3.4 N 1.3.5, z)) = Bm (Ô(1.3, 2:)) = Br (ag) = bo 

Automate S, (fig. 4-12, b): 

r=1.2.5.6, 3.4={c4, c}=C, 


N2 — 212223) 2, = {Yi Ye} = Y, 
E=m—1.2.3.4, 5.6—4{b,, b}=B. 


Tableau 4-50 Tableau 4-51 Tableau 4-52 
Os CX(BXY)—>C Os D'X(PXU)—+D O3 PXU—+0 


La fonction Ô,: CX (B X Y) —+C est définie dans le ta- 
bleau 4-50. Elle n’est pas définie sur les transitions (c., (be, y1)) et 


(Co, (bo, yYo)), car co NA be = 3.4 N 5.6 = GS. 
Tableau 4-53 Automate S4 (fig. 4-12, c): 


Ô3: D 'XQ—D ST —— 
T3 = 1.3.9, 2.4.6 —{d,, d,}=D, 
M3 = 2122) Zs2 = {ui us} =U, 


E=1.2, 3.4, 5.6—({ps, px» Ps}= P. 


à | a 


La fonction 6,: D X (P X U) +D est 
définie dans le tableau 4-51. Puisque ce ta- 
bleau présente des lignes identiques (la pre- 
mière, la deuxième et la sixième avec d,, d,, la troisième, la quatriè- 
me et la cinquième avec d:, d:), on peut, en introduisant encore un 
traducteur de fonction w,: P X U —Q (tableau 4-52), comprimer 
la table des transitions jusqu’à deux lignes (tableau 4-53), auquel 
cas la structure de S, et deses fonctions d'entrée prend la forme repré- 
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sentée sur la figure 4-13, a. Il est clair qu’on peut substituer aux 
trois traducteurs de fonction fs, 3 et «3 un traducteur unique 
Ps: BXCX Z —+Q (fig. 4-13, b). On pourrait bien sûr comprimer, 


Fig. 4-13. Automate S, et ses fonctions d'entrée avec traducteurs de fonctions 
wg(a) et 3 (b) 


d’une façon analogue, aussi les tables des fonctions de transition 
Os Ôo 

4. Cherchons les fonctions de connexion des automates compo- 
sants : 


Ji : x A; —+ Z;, 


= 
qui peuvent s’écrire aussi en termes de partitions : 


i, 


Ïi: X tj. 


J=i 
Soient Ni, XM,X... X TU, = T;*). Faisons un ensemble 
1e F;,t, É T;; t:— (és, » APR ls Nr ts), tel que 
r 
N ts, ©. 
11? 


*) On prendra garde à ne pas confondre le produit 


tr 


U, XT X... KA X js 


r =11 


qui est un produit d’ensembles, avec 


Les X LE X CCR X Ve = [js 
J—="1 


qui est un produit de partitions. Dans le premier cas on obtient les vecteurs à 
r formés d'ensembles provenant chacun d'une partition x 
(j = i Dans le second cas, on obtient une partition unique dont les 
ensembles s ee formés en RE toutes les intersections RAoRE des ensembles 
des pue Tin Tin ce du type B, NB; N.../"NB,, où B;en;, 
= hiiiait (nous en avons a en détail dans le $ 4-4). 
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Seuls seront donc contenus dans 7'; les vecteurs de T'; pour lesquels 
l'intersection de toutes les composantes n’est pas vide. Une telle 
intersection 


. 
MN é,. 
j=1 7 

existe, car les composantes ts +. ls. Sont des ensembles de par- 


titions. 
La fonction f; réalise l'application T; —+&;. La valeur prise par 
f: sera définie comme suit : 


AUTE ….. ts.) = Pr EË; si A ls, = Pr 


ce qui signifie que la valeur de f; est égale à celui des ensembles de 
E; qui renferme l'intersection des composantes on +. Lee 


Sur l’ensemble T;XT; la fonction f; n'est pas définie. 
Dans notre exemple, nous avons pour l’automate composant S; 


Ts= mu X = {1.2.3.4, 5.6) x{1.2.5.6, 3.4} — 
—{(1.2.8.4, 1.2.5.6), (1.2.3.4, 3.4), (5.6, 1.2.5.6), (5.6, 52). 


Cherchons l'intersection des composantes dans des couples de T;: 


1.2.3.4N1.2.5.6—1.2; 1.2.3.4N3.4-3.4: 5.6N1.2.5.6—5.6:; 
5.6N3.4=G. 
Alors 
Ti=4{(1.2.3.4, 1.2.5.6), (1.2.3.4, 3.4), (5.6, 1.2.5.6)}. 


On a vu plus haut que £3 = 1.2, 3.4, 5.6. La fonction de con- 
nexion fs: ZT: —+—E, est définie dans le tableau 4-54. Puisque f; 
et f, admettent une seule entrée chacune, elles réalisent des appli- 
cations identiques : 


h:D—D; fs: B —B. 


Tableau 4-54 Tableau 4-55 
fs Ts + E3 Fonctions %Ÿ1, Ve, Ÿ3 
Z Lo Vo Ÿ 
21 T1 U1 Ui 
Zo Lo Y1 U 
23 T3 V1 Us 


Z4 T4 Yo Uo 
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5. L'ensemble des fonctions d'entrée sera défini comme suit: 
Vi (25) = Bn, (z;), i=1,...,n. 


Cela veut dire que #; prend sur 2; € Z la valeur égale à l’ensemble 
de n; qui contient z;. On conçoit donc que l’automate S; ne discerne 
pas les lettres de l’alphabet d'entrée Z qui font partie d’un même 
ensemble de la partition n;. 

Dans notre exemple 


Mi = ZyZur 2923 = {Tir Lohs Mo — 242023» 24 = {Y4 Yo} 
M3 = 2122» 2324 — {Us Ua}. 
Les fonctions wŸ,, Ÿ, et 1, sont résumées dans le tableau 4-55. 
6. Construisons la fonction de sortie du réseau 
n 
g: [x Ai) X ZW: 
i=1 


elle s'écrit aussi en termes de partitions: 


£: (x a) XZ—W. 


Soient 7, X Fe X ... X fn —= H. Faisons un ensemble H' € H, 
hm EH", him = (ms sur hs SR him) tel que 
N hm, Æ S. 


Seuls donc tombent dans FA” les vecteurs de À pour lesquels l’inter- 
section de toutes les composantes est non vide. 

La fonction g réalise l’application H' X ZW. Nous défini- 
rons sa valeur comme suit : 


8 ((hmir + Rmys +. him), 29) = À (n lim 24): 


Cela revient à dire que la valeur de la fonction de sortie du réseau 
se confond avec la valeur que prend la fonction de sortie À de l’auto- 
mate à décomposer S$ sur le couple (a, z;) dans lequel a,, est un état 
contenu dans l'intersection des composantes du vecteur hk, € H'. 
Sur l’ensemble H\H” la fonction g n'est pas définie. 
Dans notre exemple 


x =1.2.3.4, 5.6—{b,, b}=B, 
n:==1.2.5.6, 3.4=4{c4, Co}=C, 
f3=1.3.5, 2.4.6—{d,, d}=D; 
H=BXCX D= {(b;,, C1 di), (bi Cis do)s (Dis Cor di) 
(Bi, Cas do) (Dar Cas du); (Dos Cis do); (Üos Cor dis (das Cos Ge)}- 


- 
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Par exemple, 


£& ((D1, C1 di); 21) = À (b1 Nc N dy, 1) = 
— À (1.2.3.4 N 4.2.5.6 N 1.3.5, 21) — À (a, Z1) — Dj: 
D'autre part, 
& ((Des Cor di), 21) = À (be NC N dy 1) = 
= 1 (5.6 N3.4N1.3.5, z) = ÀA(S, 2), 


ce qui revient à dire que la fonction g n’est pas définie sur le vecteur 
(De, Co; di). 
La fonction de sortie du réseau est donnée dans le tableau 4-56 


Tableau 4-56 
gt (BXCXD)X ZW 


| bicid: bicids bics:d: biCodo bscidi b,cid, 
21 D] Wo W’} W] U3 Da 
22 Do W1 W3 Do W] Do 


Le réseau V qu'on obtient par décomposition de l’automate S 
est représenté sur la figure 4-14. 

Dans [35] il est montré qu'un réseau ainsi construit réalise l’auto- 
mate initial S. En ce qui concerne la notion de réalisation d'un auto- 


Fig. 4-14. Réseau AN réalisant l’automate S 


mate par un autre, nous l'avons définie plus haut. Nous dirons éga- 
lement que le réseau NV est une réalisation de l’automate S si son 
automate résultant Sy réalise S (S, — R(S)), c’est-à-dire si Sy 
admet un sous-automate Sx isomorphe à S. 
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Le schéma de démonstration adopté dans [35] est le suivant. On 
construit, pour le réseau V, l’automate résultant S, = (4 \, Zw, 
Wx, Ôx, À x) et un sous-automate Sy = (Ax, Zù, Wn, Ô%, An} 
tel que 

Zn=2»x;, Ww=W,,; 


ñn 
Av={dn; 225, Am.) [A Am, À G, Am, € À, (dns is Am.) € An}s 


ÔN ((Amis +.) Am); 2} = 0x (di se Am )r 2$); 
AN ((@mis +. Am, )s 2j) = An ((@ms +... Am); 2ÿ). 


Ceci fait, on montre que SN est un sous-automate de S ;; et que 
S\ est isomorphe à S ; par conséquent, S, = R (S), c'est-à-dire Sy 
réalise l’automate donné $S. 

Il ressort du procédé de construction du réseau V que les pro- 
priétés de ses automates composants S; et leurs connexions dépen- 
dent de l’ensemble de partitions choisi {n;}, 1 < i < n. Le réseau 
aura autant d’automates composants qu’il y a de partitions dans 
{n;}. Un automate composant S; admet autant d'états internes 
qu'il y a d’ensembles dans la partition x;. Puisque le nombre d'’en- 
sembles d’une partition non triviale x; est toujours inférieur au 
nombre des éléments de l’ensemble d'états À de l’automate initial S, 
les automates composants ont toujours moins d’états que l’auto- 
mate S. 

Les partitions t; et n; sont définies d'une façon univoque par 
la partition x; (à l’aide de la fonction /';); la partition 7t; désigne les 
automates qui agissent sur S;, tandis que la partition 1; détermine 
les classes des lettres de l'alphabet d'entrée Z qui sont indiscernables 
pour l’automate S:;. 

Le triplet (x;, t;, n;) s'appelle triplet caractéristique de l’auto- 
mate S;. Notons que 7; et n; sont des partitions maximales. Plus 
T; est grande, moins il y a d'automates dont les sorties agissent sur S;. 
Plus n; est grande, moins compliquée est la dépendance de 6; par 
rapport à l’entrée externe Z. On voit donc que le recours aux par- 
titions 7T; et n; lors de la construction des S; est nécessaire si l’on 
veut que le réseau Ü soit aussi simple que possible. 


4-8. Matrice structurelle du réseau d’automates 


Le procédé de construction pratique du réseau d'automates dé- 
crit dans le paragraphe précédent laisse voir que, dans le cas général, 
la structure d’un réseau À n'est pas définie de façon univoque, car 
l'inégalité 

tr 
Il 1 LTi 


J=i: 
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qui définit les automates S;,, ..., Si, affectant le comportement 


de S;, peut avoir lieu pour plusieurs collections de partitions fai- 
sant partie de l’ensemble {n;}, i — 1, ...,n. 

On appelle matrice structurelle du réseau N la matrice binaire 
carrée M, de dimension » dont les colonnes correspondent aux par- 


titions T1, . . ., T, et les lignes aux partitions x,, ...,x,. Dans la 
10 / . e. Q 
Tableau 4-57 trième colonne de M; on inscrit un Î dans 
| les lignes indiciées par ë, +, . . ., à. si et 
Matrice structurelle seulement si : 
du réseau 
de la figure 4-14 ; 
: 
T To  T 
1 2 3 [l A, KT;. (4-3) 


J=t 


Désignons par m;; l'élément (i, j) de la 
matrice MYx. Alors, si m;; = 1, l’automate 
S; intervient dans le fonctionnement de l’auto- 
mate S; (en particulier, si i Æ j, la sortie de 
S ; est reliée à l’entrée de f;). 

La matrice structurelle du réseau de la 
figure 4-14 est donnée dans le tableau 4-57. 

Il existe évidemment un grand nombre de matrices binaires 
différentes de dimension n qui vérifient la condition (4-3) et qui 
sont à ce titre les matrices structurelles du réseau N. Désignons 
par JW, l’ensemble des matrices structurelles possibles de V. Evi- 
demment JM, = @, car toute matrice dont les éléments sont tous 
égaux à À (m;j = À, i, j — 1, ..., n) est toujours une matrice 
structurelle. De cette façon j\. détermine toutes les structures 
théoriquement possibles du réseau V. Le problème de construction 
d'un réseau de structure déterminée revient à savoir si la matrice 
structurelle correspondante appartient ou non à MX. 

Un problème important du point de vue pratique est celui de la 
recherche d’une matrice ayant le plus petit nombre possible d'unités 
(notée MX): elle détermine une structure à nombre de liaisons 
minimal. Soient données ft, - : ., Mns Tir + + +» Tn- La Solution est 
triviale : 

1. En première itération on teste les partitions de l’ensemble 
{n1, . .., %} cherchant celles des t; qui vérifient l'inégalité n; < 
< T;, T; étant une partition de l’ensemble {t,, . .., t,}. Dans le 
cas ñ; L T;, on pose m;; = 1 et la colonne +; est supprimée de la 
matrice. 

2. On fait tous les produits possibles deux à deux ninx (i, À — 
— 1,...,n; ik) et on cherche des t, telles que ninx < Tp. Ici 
Th désigne une partition parmi celles qui sont restées dans la matrice 
après la première itération. On admet que Mmip — Map = 1, et la 
colonne t, est supprimée de la matrice. 
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3. Ceci fait, on opère par itérations successives pour tous les 
produits trois à trois T;TzxN,, puis quatre à quatre, et ainsi de suite, 
jusqu'à ce que toutes les colonnes 
de la matrice susceptibles d’être 
supprimées le soient. 

La matrice structurelle permet 
de dégager du théorème de décom- 
position général les conditions 
nécessaires et suffisantes pour la 
construction d'un réseau dont la 
structure est soumise à telle ou 
telle contrainte. Fig. 4-15. Décomposition paral- 

Décomposition parallèle. Dans lèle 

ce cas (fig. 4-15) tous les Zi = @, 
i = 1, ..., n, ce qui veut dire que j; ne reçoit aucun signal pro- 
venant d’un autre automate composant. Il est clair que la matrice 
structurelle correspondante ne peut avoir des unités que dans sa 
diagonale principale, c'est-à-dire que pour i-Æjona 


Mi; = 0, i,j—=1,...,n. (4-4) 


Puisque dans la colonne t; l'unité ne peut figurer que dans la 
ligne n;,onan; < Ti,i — 1, ..., n. Il est montré dans [28] qu'une 
partition pareille possède la propriété de substitution (p.s.). Ainsi 
donc, pour qu'il existe une décomposition parallèle à n automates 
composants, il faut et il suffit que l’ensemble d'états de l’automate 
à décomposer admette » partitions p.s. 


Z 


Fig. 4-16. Décomposition série 


Décomposition série. Dans le cas général (fig. 4-16) le réseau 
admet la matrice structurelle montrée dans le tableau 4-58. La 
condition d'existence d’une décomposition série s’énonce évidem- 
ment comme suit: 


T1 < Tio Mi-1i < Ti; 2 < << N;, 
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Tableau 4-58 


Matrice structurelle 
de la décomposition série 


T: To Ta s..  Tno Tn-1 1n 


autrement dit, il doit existcr une partition p.s. définissant le pre- 
mier automate composant. Dans le cas où l'information externe ne 
parvient qu'à S,,ona 


M £N 0), M = M... = M = 1 (1). 


CHAPITRE 5 


AUTOMATE STRUCTURÉ 


5-1. Méthode canonique de synthèse structurelle 
des automates 


L'étape de synthèse abstraite, qui se termine par la minimisation 
du nombre d'états de l’automate, est suivie de la synthèse structu- 
relle, c’est-à-dire de la construction d’un schéma réalisant l’automa- 
te avec des éléments logiques du type donné. L’automate abstrait 
n’est qu'un modèle mathématique de circuit séquentiel ; par contre, 
l'automate structuré tient compte déjà de la nature des signaux d'’en- 
trée et de sortie, ainsi que de la structure interne de l’automate 
décrit par un schéma de structure. L'objectif fondamental de la 
théorie structurelle des automates consiste dans la recherche des métho- 
des générales de composition de schémas de structure des automates à 
partir d'automates élémentaires choisis parmi un nombre fini de 
types, défini à l'avance. 

À la différence d’un C-automate abstrait possédant une voie d’en- 
trée et deux voies de sortie réservées aux signaux appartenant à 
l'alphabet d'entrée Z = {2,, ..., z;, ..., z-} et aux alphabets 
de sortie W = {w,, ..., w,, . .., wc} et U = {u;,, ..., up, ... 

.., u} de l’automate, un automate structuré présente des voies 
d'entrée x, . .., ær, . . ., æn, et de sortie ÿyj, . . ., Yns + . ., Un 
Ty + + +1 l'dy + + + l'p réservées aux signaux qui proviennent de 
l'alphabet structuré de l’automate. 

L'ensemble des valeurs que peuvent prendre les signaux atta- 
quant chaque unité d'entrée (de sortie) constitue l'alphabet structuré 
d'entrée (de sortie) de l’automate. A l'heure actuelle, l'alphabet struc- 
turé le plus employé est l’alphabet binaire, en raison de la facili- 
té avec laquelle il se réalise dans les composants et les appareils cou- 
rants. En outre, la théorie bien développée des fonctions booléennes 
milite en faveur du système binaire, car de nombreuses opérations 
sur les circuits peuvent se faire de facon formelle. Ce sont les raisons 
pour lesquelles, dans le texte qui suit, les problèmes de synthèse 
structurelle des automates seront traités principalement en alphabet 
structuré binaire. 

Une fois qu’on a adopté l'alphabet binaire, chaque signal d'en- 
trée z; et de sortie w,, u, de l’automate abstrait se laisse coder par un 
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vecteur de longueur Z, N, D respectivement; les composantes du 
vecteur ne peuvent prendre que deux valeurs : 0 ou 1: 


z; —+ (es, y Cfls es e;L); en E{0, 1}, = 41, sr F'; 
D (eus es Cie dau Conde Crete LD el. ::20: 
Un — (8h41 cs) Chds ce. ep); Ehd E{0, 1},h — 4: +. H. 


Il est évident que L > Ilog, FI, N > log, G[, D >] loge HI, 


Ce 
% 


où Jal est le nombre entier le plus voisin supérieur à a, ou égal à a 
si a est déjà un nombre entier. 

L'étape de synthèse structurelle commence par le choix des auto- 
mates élémentaires. Puis, en composant ces derniers, on construit le 
schéma de structure de l’automate de Mealy ou de Moore ou du C- 
automate obtenu à l'étape de synthèse abstraite. Si le problème de 
synthèse structurelle admet une solution, on dit que le système 
d’automates demandé est structurellement complet. 

La méthode canonique de synthèse structurelle des automates 
repose sur le théorème définissant la notion de système structurelle- 
ment complet, démontré dans [22]: Tout système d'automates élé- 
mentaires qui contient un automate de Moore à mémoire non triviale, 
pourvu d'un système complet de transitions et d’un système complet de 
sorties, et un système fonctionnellement complet d'éléments logiques est 
structurellement complet. 

Il existe une méthode de construction générale (méthode canoni- 
que) par laquelle on arrive, dans le cas considéré, à réduire le problè- 
me de synthèse structurelle d’un automate arbitraire à un problème 
de synthèse d’un circuit combinationnel. 

La méthode canonique fournit un système d'équations logiques 
qui définissent les signaux de sortie de l’automate et les signaux ap- 
pliqués aux entrées des éléments de mémoire en fonction des signaux 
attaquant l'entrée externe de l’automate et des signaux prélevés 
sur la sortie des éléments de mémoire. Les équations indiquées sont 
dites équations canoniques. 

Sous peine de compromettre le fonctionnement correct du circuit, 
on doit évidemment empêcher que les signaux attaquant les entrées 
des éléments de mémoire participent directement à la formation des 
signaux de sortie qui, à ce même instant, sont rebouclés sur les mé- 
mes entrées. Il s'ensuit que les éléments de mémoire doivent être 
constitués non par des automates de Mealy mais par des automates 
de Moore (leurs équations de fonctionnement sont données dans le 
$ 2-2). 

Ainsi donc, tout système structurellement complet d'automates 
élémentaires doit nécessairement contenir au moins un automate de 
Moore. D'autre part, si l’on veut minimiser le nombre d'éléments 
de mémoire, on choisira comme éléments de mémoire des automates 
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de Moore dits complets, c'est-à-dire pourvus d’un système complet de 
transitions et d’un système complet de sorties. 

Aïin d'illustrer la notion d’automate de mémoire complet, consi- 
dérons un automate de Moore M; dans lequel Q = {q1, Q2, a}, W = 
= {W, Wo, Was}, B = {b,, b,, b:} sont respectivement les alphabets 
d'entrée, de sortie et des états internes; les fonctions des transitions. 
et des sorties de M; sont définies par 
une table des transitions marquée (ta- 


bleau 5-1). Tableau ÿ-1 
En disant que le système des transi- 5:BXQ—+B 
lions est complet, on sous-entend que À: BW 


pour tout couple d'états (b,,, b.) de l’au- 
tomate il existe un signal d'entrée qui 
fait passer du premier élément du cou- 
ple (b») au second (b,); autrement dit, 
chaque colonne de la table des transi- 
tions d'un tel automate doit contenir 
tous ses états. 

En disant que le système des sorties 
(de l’automate de Moore, voir $ 4-1) 
est complet, on sous-entend que chaque 
état de l’automate se fait correspondre un 
signal de sortie particulier, distinct des 
signaux de sortie qui correspondent aux autres états. Dans un tel 
automate, le nombre des signaux de sortie est nécessairement égal 
au nombre des états. Compte tenu de ce qui précède, on peut dire 
que dans un automate de Moore à système complet de sorties, les. 
états peuvent être identifiés aux signaux de sortie. Nous utilise- 
rons donc, dans les automates de mémoire, les mêmes notations pour 
les états que pour les signaux de sortie, ce qui fait que la table des 
transitions marquée de l’automate de Moore à système complet de 
sorties devient une simple table des transitions. L'automate de 
Moore défini dans le tableau 5-1 possède des systèmes complets de 
transitions et de sorties: son alphabet de sortie pourra donc être 
B = {b;, bas, bs}. 

Selon la méthode canonique de synthèse structurelle, le schéma 
de structure d’un C-automate se présente en trois parties: une mé- 
moire et deux circuits combinationnels CC1 et CC2 (fig. 5-1). Expli- 
quons la destination de chaque partie du schéma. 

La mémoire de l'automate est constituée par des automates de 
mémoire préalablement choisis: ce sont des automates de Moore 
élémentaires complets M,, ..., M,, ..., M} Une fois les élé- 
ments de mémoire choisis, chaque état a, (m = 1, ..., M) du C-au- 
tomate abstrait est codé dans l’automate structuré par un vecteur 
(Eyn1s + + +» Emrs + + > mr) AUi à Comme composantes les états des 
éléments de mémoire M, (r = 1, ..., R). Si tous les automates 
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M,,..., M, sont identiques (ce qui n’a pas toujours lieu dans le 
<as général), leur nombre est égal à 


R > logeAl|, 


où 0 est le nombre des états d’un automate de mémoire élémentaire. 
Supposons que le C-automate abstrait passe de l’état a, à l’état 
a, sous l’action du signal d'entrée z; en produisant le signal de sortie 


y Un YN 


fig. 5-1. Un C-automate composé d’une mémoire et de deux circuits combina- 
tionnels. 


w,. Alors l’automate structuré correspondant passe d'un état 
(mir - : -» mr) à un état (es, . . ., esr) Sous l’action d'un signal 
d'entrée (e;1, . .., e;.) en produisant un signal de sortie (e,1, . .. 

., €gn) du type Î. Dans une telle transition, les éléments de mé- 
moire changent d'état sous l'action des signaux @ — (1, . .. 
.... Prs + - «+, PR) qui arrivent sur les entrées de la mémoire en 
provenance de la sortie du CC1. Une fois passé à l’état a, (ce qui cor- 
respond à un état (es, . . ., er) dans l’automate structuré), l’auto- 
mate produit le signal de sortie u, du type 2 (resp. (e,1, - . ., exp)) 
pendant toute la durée de séjour en cet état. 

Le circuit combinationnel CC1 forme les signaux de sortie du 
type 1 et les signaux d'entrée des automates de mémoire. Le circuit 
combinationnel CC2 forme les signaux du type 2. 

On a pris dans cet exemple un C-automate, car ce modèle géné- 
ralise les automates de Mealy et de Moore. S'il s’agit de faire la 
synthèse d'un automate de Mealy, on admet que le C-automate n'a 
pas de fonction À, et l’on supprime CC2. Pour un automate de Moore, 
c'est la fonction À, qui est inexistante; le circuit CC1 n'a pas alors 
de voies de sortie y, ..., Yn. 

Ainsi donc, après avoir choisi les éléments de mémoire et codé 
les états, la synthèse de l’automate structuré se réduit à celle d’un 
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circuit combinationnel susceptible de réaliser les fonctions 


Ya = Ya (Tao + + TRs Ts + + + EL) 
UN = YN (Tu ._. TR) Lis CCE TL); 
Ps = Pa (Tir + + +) Try Lis + + TL); 
Pr = Pr (Tis + + + TRo Lis + + +) TL) 
NT (Ta, . TR); 


Tp = FD (Tin ...s TR); 


OÙ T = (Ty, ..., Tr) est la fonction de rétroaction, ou de retour, 
entre la mémoire de l’automate et le circuit combinationnel; la 
fonction œ (@1, ..., @Rr) est appelée fonction d'excitation de la mé- 


moire de l’automate. 
Ün automate de mémoire peut être considéré, lui aussi, à un 
niveau abstrait et à un niveau structurel. L'’automate de mémoire 


a) b) 
Q= {919210 } B={bnb2,b;} 
() D > T 
qu M FR, 


Fig. 5-2. Automate de mémoire: abstrait (a), structuré (b) 


abstrait M, défini dans le tableau 5-1 *) possède une voie d'entrée 
et deux voies de sortie (fig. 5-2, a). 

Pour passer de l’automate abstrait à l’automate structuré, il 
est nécessaire de coder ses signaux d'entrée et de sortie par des collec- 
tions de signaux dans les voies d'entrée et de sortie. Si l’on utilise 
l'alphabet structuré binaire, l’automate M, possède deux voies d’en- 
trée et deux voies de sortie (fig. 5-2, b). Dans le cas général où l’au- 
tomate de mémoire abstrait admet k états (B — {b,, ..., b;}) 
et accepte p signaux d'entrée (Q — {q1, . .., q»}), le nombre de 
ses voies d'entrée À et le nombre de ses voies de sortie 7 vérifient 
les inégalités respectives suivantes: 


K > lognp, T>log,h, 


où n et v sont les nombres des lettres des alphabets structurés d’en- 
trée et de sortie respectivement de l’automate de mémoire M.. Re- 


*) Après l'identification des alphabets de sortie et des états internes, l'au- 
tomate abstrait M, admet comme signaux de sortie {b,, b:, ba}. 


8—0723 
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venant à la figure 5-1, on doit noter que les composantes ®, et 
Tr (= 1,..., R) des vecteurs des signaux d'’excitation de la 
mémoire @ et des signaux de retour t peuvent être représentées à 
leur tour par des vecteurs p, = (@r1, . - ., Pr); Tr = (Tr + + + Trr). 

Comme nous l’avons déjà dit, nous utiliserons toujours (à moins 
d'indication contraire) l'alphabet structuré binaire pour les voies 
d'entrée et de sortie tant de l’automate cherché que des automates 
de mémoire. Quant à l’alphabet des états internes des automates de 
mémoire, il sera dans la plupart des cas binaire lui aussi : cela veut 
dire que les éléments de mémoire seront des automates à deux 
états. 

En définissant les fonctions d’excitation de mémoire de l’auto- 
mate, nous ferons intervenir la fonction des entrées de l'élément de 
mémoire LU (bm, db.) qui associe à chaque couple d'états (b,,, b,) un 
signal qui, appliqué à l’entrée de l’automate en question, provoque 
la transition de b,, à b.. Cette fonction se prête facilement à une 
définition tabulaire. Pour l’automate de mémoire dont la fonction 
des transitions est donnée dans le tableau 5-1, la fonction des en- 
trées est définie par le tableau 5-2, dans lequel le signal d'entrée 
U (bm, ds) figure dans la deuxième colonne, encadré par b,, et b.. 
En examinant ce tableau, on voit que la transition de b, à b, est 
induite par qg,; de b; à bs, par g:, etc. Si les signaux d'entrée et les 
signaux de sortie (états) de l’automate de mémoire sont codés par 


des collections de signaux (®,1, . . ., @rg)» (Tr1» + + -, Trr) SUT Ses 
voies d’entrée et de sortie respectivement, le tableau de la fonction 
des entrées présente au lieu des signaux g1, . .., g, des collections 
Tableau 5-2 Tableau 5-3 
Fonction des entrées de Fonction des entrées 
l’automate de l’autonmate 
de mémoire abstrait de mémoire structuré 
bm q bs 
bi q1 b: 
b, do b, 
b: Qs bs 
b; Q3 b: 
bs Q1 bs 
be o Ds 
bs o b; 
ba UE b, 
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correspondantes de signaux. Ainsi, introduisant pour notre exemple 
(tableau 5-2) les codes: 


QG 00, g2—> 01, gs—> 10, 
b—+ 00, b,—>10, bs—+ 11, 


nous aboutirons au tableau 5-3 pour la fonction des entrées. On voit 
que pour passer par exemple de l’état 00 à l’état 10, on doit appli- 
quer 0 sur la première voie d’entrée et 1 sur la deuxième; pour pas- 
ser de l’état 11 à l’état 11, on doit envoyer 0 dans chacune des voies 
d'entrée. 

Dans le paragraphe suivant, nous examinerons en détail un 
exemple d'application de la méthode canonique à la synthèse, au 
niveau structurel, des automates définis par leurs tables des transi- 
tions et des sorties. Notons tout de suite que de pareils cas ne se 
présentent presque jamais dans la pratique de conception des cir- 
cuits séquentiels ; or, pour bien assimiler la méthodologie de synthè- 
se des automates microprogrammés compliqués décrite dans les 
chapitres qui vont suivre, le lecteur doit bien comprendre les pro- 
cédures exposées dans ce chapitre. 


9-2. Exemple d'application de la méthode canonique 
de synthèse structurelle 


On demande de composer le C-automate partiel S défini par la 
table des transitions (tableau 5-4) et par la table des sorties marquée 
(tableau 5-5); les éléments de base seront ET, OÙ, NON et l’auto- 


Tableau 5-4 Tableau 5-5 


Ô:AXZ—+A M'AXZ—>W, ho: AU 


mate de mémoire M dont la fonction des transitions est donnée dang 
le tableau 5-6. 


R* 
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Tableau 5-6 Tableau 5-7 Tableau 5-8 
BXQ—B Q—+p B—+7 


Nous convenons que les alphabets structurés d’entrée, de sortie 
et des états internes de l’automate $S et de l’automate de mémoire 
sont binaires. 

Pour donner une représentation structurelle à S et M, on doit 
coder leurs signaux d'entrée et de sortie et leurs états. 

Puisqu'au niveau abstrait l’automate M admet deux signaux 
d'entrée et deux signaux de sortie, au niveau structuré il aura une 
voie d'entrée (æ) et une voie de sortie (t). Après le codage des si- 


Tableau 5-9 Tableau 5-10 Tableau 5-11 
TXP—HT Fonction des Codage des états 
entrées de de l’automate S 

l’automate M 


structuré 


Tinit. | ® | Ttrans. 


Tableau 5-12 Tableau 5-13 Tableau 5-14 
Codage des signaux Codage des signaux Codage des signaux 
d'entrée de sortie du type 1 de sortie du type 2 


de l’automate S de l’automate S de l’automate S 
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gnaux d'entrée (tableau 5-7) et des états (tableau 5-8) de l’automate 
M abstrait, sa table des transitions prend la forme du tableau 5-9, 


Tableau 5-15 


Table des transitions 
de l’automate structuré S 


Tableau 5-16 


Table des sorties repérée 
de l’automate structuré S 


La fonction des entrées de l'automate M structuré est donnée 


dans le tableau 5-10. 


Puisque l’automate S abstrait admet trois états, l’automate S 
structuré devra posséder deux éléments de mémoire M,, M;,. Trois 


signaux d'entrée abstraits (2, 
Z», Z3) et quatre signaux de sor- 
tie du type 1 (w,, w,, Ws, wi) 
nécessitent deux voies d'entrée 
(x, z2) et deux voies de sortie 
(Y1, Ye). Pour la réalisation des 
deux signaux de sortie du type 2 
(u,, u.), on a besoin d’une autre 
voie de sortie (r). Les résultats 
du codage des états et des si- 
gnaux d'entrée et de sortie de 
l’automate S sont résumés dans 
les tableaux 5-11 à 5-14. 
Remplaçant dans les tableaux 
5-4, 5-0 les états et les signaux 


Fig. 5-3. Schéma de structure de l’au- 
tomate S 


correspondants par leurs codes, nous obtenons la table des transitions 
(tableau 5-15) et la table des sorties marquée (tableau 5-16) de l’au- 
tomate structuré S dont le schéma-block est donné sur la figure 5-3. 
Ainsi donc, les éléments de mémoire choisis et les états codés, la 
synthèse du C-automate se réduit à celle de deux circuits combina- 
tionnels CC1, CC2 qui réalisent les fonctions 


Ur (Tis Tor Lis La) 
Pa (Tas Tor Tir To); 


Yo (Ta To Lis Te); 


Pa (Tir Tor Lis Lo); 


T (Tus To). 
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Rappelons que dans un automate abstrait le signal de sortie à 
l'instant t dépend de l’état interne de l’automate et du signal d’'en- 
trée au même instant {, de sorte que w (t) = À, (a (t), z (t)), u (t) = 
= À, (a (t)). L'automate structuré conserve bien sûr ces relations 
temporelles, si bien qu on à y; = y; (ta (t), Te (4), æ1 (t), Ze (6), à = 
= 1,2; r(t)=r(x, (t), t (t)). Le tableau 5-16 résume donc, sous 
une forme condensée, les fonctions y,, yo de Ty, To, Tr, To et la fonc- 
tion r de 7T,, t.. Par analogie à la définition tabulaire des fonctions 
booléennes, les expressions analytiques de y,, y, se déduisent immé- 
diatement du tableau 5-16 : ce sont les disjonctions des conjonctions 
correspondant aux combinaisons de variables Tt,, t:, 1, x, pour les- 
quelles ces fonctions prennent la valeur 1. Il ressort du tableau 5-16 
que 


Yi Titelale V TiTetito VU Tetite V TITTI T0, | (5-1) 
Ya = Titotilo V Titotite V Titotite V TtatiTe. 


Identifions chaque combinaison binaire de valeurs de variables 
(Tis To, Zi, Te) à son numéro (en écrivant par exemple { au lieu de 
0001 et 12 au lieu de 1100): les expressions (5-1) s’écriront alors com- 


me suit : 
y =0\V5\V6\V 14, y = 0 V 1 V5 V 14. (5-2) 


L'expression de la fonction r = r (T1, t:) se déduit comme les 
précédentes directement du tableau 5-16: 


T — Tite \/ T1To. (5-3) 


Par contre, les expressions des fonctions d’excitation de la mé- 
moire ne s'obtiennent pas si facilement. Voyons par exemple ce que 
devient l’automate S qui, se trouvant 
Tableau 5-17 dans l’état 01, se voit attaqué par le 
D dos signal d'entrée 10. Le tableau 5-15 mon- 
dé La nénoire-de tre (deuxième colonne, troisième ligne) 
l'automate S que l'’automate passe de l’état 01 à 
l’état 11. Cette transition se compose 
de deux transitions des automates de 
mémoire élémentaires. Le premier auto- 
mate, M,, passe de l'état O à l’état 1, 
et le deuxième, M., qui était dans 1, 
conserve cet état. 

Les transitions des automates de 
mémoire sont induites par des signaux 
d’excitation appliqués sur leurs en- 
trées. Pour savoir quel signal on doit 
appliquer sur l'entrée de l’automate M, pour provoquer la tran- 
sition de 0 à {, regardons le tableau 5-10 qui définit la fonc- 
tion des entrées de l’automate de mémoire. On trouve dans la deu- 
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xième ligne le signal 1. D'une façon analogue, on constate que pour 
l’automate M, la transition de 1 à 4 est conditionnée par le signal 0 
(quatrième ligne). Ainsi donc, si l’on veut que l’automate S passe 
de l’état 01 à l’état 11, on doit envoyer dans les entrées de sa mémoi- 
re le signal d’excitation vectoriel 10. Inscrivons ce résultat à sa pla- 
ce dans le tableau de la fonction d’excitation (tableau 5-17), à l’in- 
tersection de la deuxième colonne et de la troisième ligne. Puisque la 
fonction d’excitation de la mémoire de l’automate dépend des mêmes 
variables T;, To, Z1, æ°, la notation des colonnes et des lignes du ta- 
bleau 5-17 est la même que dans le tableau 5-15. 

Ensuite, en prenant toutes les autres transitions résumées dans 
le tableau 5-15, on compose le tableau complet de la fonction d’ex- 
citation de la mémoire de l’automate S. Les expressions pour les 


valeurs unité des fonctions ®, et , se déduisent directement du 
tableau 5-17 : 


Pa = TatoTaTo V TatoTito V Vitetato = 1 \/ 6 \ 12, 
Pa = TaTolilo V Tito V Titotito V Titotito V (5-4) 


V titetut =0 V 1V2\V5\ 12. 


Sans entrer dans le détail de la minimisation du circuit combi- 
nationnel de $, nous construirons le schéma logique de S directe- 
ment à partir des expressions 5-1, 5-3 et 5-4 (fig. 5-4). 

Remarquons que, pour minimiser les expressions établies, on 
pourrait utiliser les combinaisons binaires de variables pour les- 
quelles les fonctions correspondantes sont non définies. Formulons le 
critère d'indétermination : 

4. Si un code (em; + - .; TT. Em): Emr € {0, 1}, n'est 
pas employé pour le codage ee états de l’automate, toutes les com- 
posantes des fonctions d’excitation de la mémoire et des fonctions 
des sorties (du type 1) ne sont pas définies pour toutes les combinai- 
SONS (Emi, + + + Emrs + + + EmRIEpir + + +» Efis + + +» EfL)s Er € {0, 1}; 
obtenues à partir de ce code et de tous les codes des signaux d'entrée. 
Dans notre exemple le code 10 n’est pas employé pour le codage des 
états, aussi les combinaisons 


1000 
1001 
1010 
1011 


appartiennent au domaine d'indétermination des fonctions @;, Ps 


Y1, Ys. D'une façon parfaitement analogue, la fonction r est non 
définie pour %1 = 1, te = 0. 
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2. Si un code (e;1» y Cflr + + ŒTAL ef € {0, 1}, n’est pas 
employé pour le codage des signaux d'entrée, toutes les composantes 
des fonctions d'excitation de la mémoire et des fonctions des sorties 
(du type 1) ne sont pas définies pour toutes les combinaisons (em, . . . 
ses Cr 2 875 éme fire es CL 07 CEh mr CAO, L}-0btenues 


Fig. 5-4. Schéma logique de l'automate S 


à partir de ce code et de tous les codes des états. Dans notre exemple 
le code 11 n’est pas employé pour le codage des signaux d'entrée, 
aussi les combinaisons 


0011 
0111 
1011 
\1111 


appartiennent au domaine d'’indétermination des fonctions 1, Ps, 
U1s Vo: 
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3. Si la fonction des transitions est non définie sur un couple 
(4m Zf), toutes les composantes de la fonction d’excitation sont non 
définies pour la combinaison (em, . . ., Emrs + + +» EmRr fi : : 
ss Otis + + + €fz), Er € {0, 1}. Ainsi donc, les tirets dans là table 
d’excitation correspondent aux tirets de la table des transitions. 
Directement du tableau 5-17 on tire deux combinaisons de ce type: 


us 
1101 


4. Par analogie au n° 3 ci-dessus, si la fonction des sorties (du 
type 1) est non définie sur un couple (a, z;), toutes les composantes 
de la fonction des sorties (du type 1) sont non définies pour la com- 
binaison qui correspond à ce couple. Du tableau 5-16 on tire deux 
combinaisons : 

010 .) 


1101 


5-3. Synthèse de l’automate avec des bascules D,T et RS 


La recherche des fonctions d’excitation de la mémoire de l’auto- 
mate peut être sensiblement simplifiée pour certains éléments de 
mémoire usités. Nous examinerons ici la synthèse de l’automate 
avec des bascules des types D, T et RS. Les 
méthodes proposées seront illustrées sur l'exemple 
de l’automate S défini dans les tableaux 5-15 et — | 
9-16. Les fonctions des sorties seront construites 
dans tous les cas d’après les expressions (5-1) et 
(5-3), car la table des sorties de S ne dépend Fig.5-5. Bascule D 
pas du choix de tel ou tel élément de mémoire. 

La bascule du type D (élément de retard) présente une entrée et 


une sortie et réalise le retard du signal appliqué sur son entrée pen- 
dant une durée égale à la 


Tableau 5-18 Tableau 5-19 période d'horloge (fig. 5-5). 
Fonction Fonction La fonction des transitions 
des transitions des entrées et la fonction des entrées de 
de la bascule D de la bascule D cet automate sont résumées. 


dans les tableaux 5-18 et 5-19 
Tinit. | P |Ttrans. respectivement. 

En examinant le tableau 
9-19, on voit que l'état de la 
bascule D consécutif à la tran- 
sition (colonne de droite) est 
identique au signal d'entrée 
qui a induit cette transition 
(colonne de milieu). Pour cette 
raison la table des fonctions d’excitation de la mémoire de l’automa- 
te S coïncide très exactement avec sa table des transitions (tableau 
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9-15). En effet, les colonnes et les lignes de ces tables portent les 
mêmes désignations; à l'intersection de l’i-ième ligne et de la 
j-ième colonne de la table des transitions, on trouve le code de l’état 
: que prend l’automate se trouvant dans l’état 
ue associé à la j-ième colonne et attaqué par le 
| signal d'entrée correspondant à la i-ième ligne. 
| Or, avec une bascule D, le code de l’état consé- 
: cutif à la transition se confond avec les signaux 
Fig. 5-6. Bascule 7 appliqués sur ses entrées. On peut donc déduire 
immédiatement du tableau 5-15 les expressions 
des fonctions d’excitation de la mémoire d’un automate construit 
avec des bascules D : 


Pi = TaToalo V Titetite V Titotato = 1 V/ 6 V/ 14, 
Pa = TitoTalo V TiToliTo V TiTotito V (9-5) 


V itarite V Uitazit = 0 V 1 V 2 V 6 V 14. 


La bascule du type T (compteur élémentaire, bascule à commande 
symétrique) possède une entrée et une sortie (fig. 5-6). Ses fonctions 
des transitions et des entrées 
sont résumées dans les ta- Tableau 5-20 Tableau 5-21 
bleaux 5-20 et 5-21. 


. Fonction Fonction 
En regardant le dernier des transitions des entrées 
tableau, on remarque que le de la bascule T de la bascule T 


signal d'entrée figurant dans 
la colonne de milieu est égal 
à la somme modulo 2 du code 
de l’état initial (colonne de 
gauche) et du code de l’état 
consécutif à la transition 
(colonne de droite). Pour un 
automate construit avec des 
bascules 7, la table des fonc- 
tions d'’excitation de la mé- 
moire se déduit donc de la table des transitions de la façon sui- 
vante. 

L'élément de la table des fonctions d’excitation se trouvant à 
l'intersection de l’i-ième ligne et de la j-ième colonne est égal à la 
somme modulo 2, digit par digit, du vecteur du code de l’état asso- 
cié à la j-ième colonne et du vecteur du code de l’état figurant dans 
la table des transitions à l'intersection de l'i-ième ligne et de la 
j-ième colonne; autrement dit, l'élément cherché est égal à la som- 
me modulo 2, digit par digit, des codes des états avant la transition 
et après. La fonction d'excitation obtenue de cette maniere pour 


Tinit. | ® |Ttrans. 
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l’automate S est donnée dans le tableau 5-22. D'où l’on tire 
Pa = TaTolalo V TiTotiTo V Titotato = 1 V 6 V 12, 
Pa = TaToTalo V Tatolilo V Titeito V Titotito V (5-6) 


V Titerito =0 V1 2/5 V 12. 


Tableau 5-22 


Fonction d’excitation 

de la mémoire de l’automa- 
te S construit 

avec des bascules T 


Tableau 5-23 


Table des transitions 
de la bascule RS 


La bascule du type RS (bascule à commande asymétrique, registre 
élémentaire) est représentée sur la figure 5-7 ; sa table des transitions 
est donnée dans le tableau 5-23. Puisque la bas- 
cule RS possède deux entrées, R et S$S, elle 
admet quatre combinaisons différentes des si- À 
gnaux d'entrée. Une des combinaisons étantinter- S$ T 
dite (11), le tableau 5-23 n’a que trois lignes. 

Les entrées R et S sont respectivement l’entréeO Fig. 5-7. Bascule RS 


et l’entrée 1. 


La fonction des entrées de la bascule RS est donnée dans le ta- 
bleau 5-24. On remarque que si l’on applique la valeur 1 sur l'entrée 
0, la bascule passe à l’état O quel que soit son état initial; si l’on 
applique 1 sur l’entrée 1, la bascule passe à l’état 1. 


Tableau 5-24 


Fonctivn des entrées 
de la bascule RS 


Tinit. RS Ttrans. 


00\/10 
01 
10 

00\/01 


Tableau 5-25 


Fonction des entrées 
transformée 
de la bascule RS 


Tinit.| RS |Ttrans. 


-0 
01 
10 
0- 
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Une autre représentation de la fonction des entrées est proposée 
dans le tableau 5-25. Ici la transition de O0 à 0 est induite par le 
signal d'entrée (—0), où le tiret indique que la transition est indé- 

pendante du signal appliqué 

Tableau 5-26 sur l'entrée 0. De même, la 

Fonction d’excitation de la mémoire transition de 1 à 1 est induite 
de l’automate S construit par le signal d'entrée (0-). 

avec des bascules RS Le tableau 5-25 fournit 

un système de substitutions 
utile pour passer de la table 
des transitions de l’automate 
structuré à sa table des fonc- 
-001 - 1010 tions d'excitation. L'emploi 
0101 -010 Fes de ces substitutions sera illus- 
-001 010- 0-0- tré sur l’exemple de l’auto- 
mate S (tableau 5-15) dont les 
fonctions d’excitation sont 
définies dans le tableau 5-26. 

Examinons, dans le tableau 5-15, la transition 00—01 provoquée 
par le signal d'entrée 00. Cette transition est décomposée en deux 
transitions partielles dont chacune est réalisée par une bascule. La 
première bascule passe de 0 à 0: à cette transition est associée la 
substitution (—0) (voir tableau 5-25) que nous inscrirons dans le 
tableau 5-26, à l'intersection de la ligne 00 avec la colonne 00. La 
seconde partie de cette transition induite par le signal d'entrée 00 
est réalisée par la deuxième bascule qui passe de 0 à 1: la substitu- 
tion correspondante est (01). Ainsi donc, les signaux d’excitation de 
la mémoire sont déterminés par la combinaison R,S,R,S, = (—001). 
La transition de S de l’état 00 à l’état 11 induite par le signal d’en- 
trée 01 conduit à la substitution (01) pour la première bascule et à 
la substitution (01) pour la deuxième, à quoi correspond la combi- 
naison R,S,RAS, = (0101) qu'on inscrit dans la deuxième ligne de 
la première colonne du tableau 5-26. D'une façon analogue, on dé- 
veloppe toutes les autres transitions du tableau 5-15, qui donnent la 
table complète des fonctions d’excitation (tableau 5-26) de l’auto- 
mate $. Prenant dans ce tableau les combinaisons des variables 
T;, To, Z1, Ze qui correspondent à l'application des unités sur les 
entrées de la première et de la deuxième bascule, on obtient les fonc- 
tions d’excitation de la mémoire de l’automate sous forme normale 
disjonctive: 

Ri=TiTotyto = 12, | 
Si TiTotits V TiTotito = 1 V 6, 
R,; = TT otito \/ TiTotito = 9 \/ 12: | 

) 


So= TiTotite V Talotito V TiTotito = 0 V 1 V 2. 
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I1 est évident qu'en plus des cas énumérés dans les n°8 1 à 3 du 
paragraphe précédent, les fonctions d’excitation seront non définies 
aussi pour chaque combinaison qui correspond à un tiret du tableau 
5-26. Par exemple, la fonction R, sera non définie pour les combi- 


naisons 
0000 
(ooso). 
0101 


La figure 5-8 présente le schéma logique de l’automate S cons- 
truit dans la base ET, OÙ, NON, avec des bascules RS, conformé- 


T Lo 


Fig. 5-8. Schéma logique de l’automate S construit avec des bascules RS 


ment aux expressions (5-1), (5-3) pour les signaux d'entrée et aux 
expressions (5-7) pour les fonctions d’excitation de la mémoire. 

Les méthodes de synthèse proposées restent valables avec des 
éléments de mémoire de nature différente. Soit par exemple un auto- 
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Tableau 5-27 Tableau 5-28 
Colonne de la table Colonne de la table 
des transitions des fonctions d’excitation 
d’un automate construit de la mémoire construite 
avec des éléments d’après le tableau 5-27 


de mémoire 
de naturc différente 


mate à deux entrées et possédant six éléments de mémoire, dont deux 
bascules D (M,, M.), deux bascules T (M3, M,) et deux bascules 
RS (M;, M:). Une colonne de 


Tableau 5-29 Tableau 5-30 sa table des transitions est 
Table des Fonétiou représentée par le tableau 
transitions des entrées 5-27. Alors la colonne corres- 


de la bascule JX de la bascule JX  pondante de sa table des fonc- 
tions d'excitation aura la 
forme du tableau 5-28. 

Il est clair que des règles 
analogues, permettant de cons- 
truire la table des fonctions 
d’'excitation à partir de la 
table des transitions, peuvent 
être proposées pour n'importe 
quels éléments de mémoire. 
A titre d'exercice, nous propo- 
sons au lecteur d'établir ces 
règles pour la bascule du type JX (fig. 5-9), dont la fonction des 
transitions et la fonction des entrées sont définies par les tableaux 
9-29 et 5-30 respectivement. 


J T 
K 


Fig. 5-9. Bascule JX 
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5-4. Méthode graphique de synthèse structurelle 
des automates 


= 


La méthode graphique de synthèse consiste à représenter un 
C-automate structuré par un graphe. Comme les termes des expressions 
du type (5-1) et (5-4) sont des conjonctions des variables d'entrée 
correspondant aux codes des signaux d’entrée, nous conviendrons de 
désigner les arcs du graphe de l’automate directement par ces con- 
jonctions, au lieu des signaux d'entrée. C’est ainsi qu'au lieu des 
signaux 00, 01 et 10 nous marquerons les arcs du graphe par x:7,, 
Tite et zx, respectivement. En outre, étant donné que, dans les 
méthodes de synthèse tabulaires, les expressions du type (5-1) sont 
établies en cherchant dans les colonnes de la table des sorties les 
composantes des signaux de sortie qui prennent la valeur 1, nous 


Fig. 5-10. Méthode graphique de synthèse de l’automate S: avec des bascules 
D (a), avec des bascules T (b), avec des bascules RS (c) 


marquerons les arcs du graphe par ces composantes. Par exemple, au 
lieu des signaux de sortie 10, 01 et 11 nous écrirons y,, y: et y1y, r'es- 
pectivement ; au lieu du signal de sortie 00 nous mettrons un tiret 
(—), car aucune de ses composantes n’est égale à l'unité. De même, 
pour les signaux de sortie du type 2, nous n’écrirons, à côté de l’état, 
que la composante du signal de sortie qui prend la valeur 1 dans 
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l'état considéré. La figure 5-10, a montre le graphe de l’automate 
défini par les tableaux 5-15 et 5-16 (voir plus haut). 

La table de la fonction des entrées d’une bascule D (tableau 5-19) 
montre que si un élément de mémoire M, prend la valeur 1 pour un 
état donné, la fonction d’excitation , de cet élément prendra la 
valeur 1 chaque fois qu’une transition aboutit à cet état. Le tableau 
9-21 décrivant la fonction des entrées d’une bascule T permet de 
voir que la fonction d’excitation , de la bascule M, prend la valeur 1 
à chaque transition qui provoque un changement d'état de cette 
bascule. La fonction des entrées d’une bascule RS (tableau 5-25) 
montre qu'une telle bascule passe de 0 à 1 lorsqu'on applique 1 sur 
son entrée $, et de 1 à 0 en appliquant 1 sur son entrée R. Ces remar- 
ques préliminaires permettent de décrire la procédure de synthèse 
d'un C-automate structuré à partir de son graphe. 

Si l’automate se construit avec des bascules du type D, tous les 
arcs orientés allant à un état où M, prend la valeur { seront marqués 
par @,,r = 1, ..., R, où R est la longueur des codes d’états. De 
toute évidence, chaque arc du graphe de l’automate sera affecté 
d'autant de symboles œ, qu’il y a d’unités dans le code de l’état 
auquel l’arc est incident vers l’intérieur (fig. 5-10, a). 

Si l’automate est construit avec des bascules T, alors chaque 
fois que la bascule M, passe de 0 à 1 ou de 1 à 0 lors de la transition 
correspondante, on marque l'arc de son graphe du symbole ®, (r = 
= 1, ..., R). Il est évident qu'on doit porter sur chaque arc 
autant de symboles qu'il y a d'éléments de mémoire qui changent 
d'état lors de la transition qui correspond à l’arc donné (fig. 5-10, b). 

Si l’automate se construit avec des bascules RS, on marque l'arc 
par $, si la transition correspondante fait passer la bascule M, de 0 
à 1, et par À, si M, passe de 1 à O0 (r = 1, ..., R). Il est évident 
que, par analogie au cas des bascules du type 7, chaque arc portera 
l'indication d’autant de symboles qu’il y a d'éléments de mémoire 
qui changent d’état à la suite de la transition considérée (fig. 5-10, c). 

Quel que soit le type des éléments de mémoire utilisés, l’expres- 
sion de q,(R,, S,), r = 1, ..., R, a la forme d’une disjonction 
d'expressions du type AmX, dans lesquelles: Am = Tim1 ... 

. Tr... TR est la conjonction correspondant au code 
(m1 + + +: Em) de l'état an auquel l’arc marqué par w, (R,, S,) 
est incident vers l'extérieur ; emr € {0, 1}, T5 = 7T,, T° = 7T,; X, est 
le signal d'entrée affecté à l’arc (ou la disjonction des signaux d’en- 
trée s’il y en a plusieurs). 

L'expression de y, (n = 1, ..., N, où N est le nombre des 
voies de sortie réservées aux signaux de sortie du type 1) s'obtient 
sous forme d’une disjonction des expressions du type Am, dans les- 
quelles : À, est la conjonction correspondant au code de l’état a» 
auquel l'arc marqué par y, est incident vers l’extérieur; X, est le 


5-4] MÉTHODE GRAPHIQUE DE SYNTHÈSE STRUCTURELLE 429 


signal d'entrée qui induit la transition provoquant le signal de 
sortie y,. 

L'expression de r,;(d = 1, ..., D, où D est le nombre des 
voies de sortie réservées aux signaux de sortie du type 2) s'obtient 
sous forme d'une disjonction des conjonctions qui correspondent aux 
codes des états marqués par r4. 

Ainsi donc, on déduit les expressions pour les fonctions d'’exci- 
tation de la mémoire et pour les fonctions des sorties directement à 
partir des graphes montrés sur les figures 5-10, a, b et c. Puisque les 
signaux de sortie ne dépendent pas du type de l'élément de mémoire, 
on a pour chacun des trois graphes 


Yi ro V TiTrTiTo V Tite \/ TiToT To — 

—=0\/5\ 6 \ 14, 5-8) 
Ya = Titollo V Uitolilo V Titatito V Titre = | 

=0\/ 1/5 \ 14, 


T = Tito V Tito (5-9) 


Dans le cas de bascules D 


Pi — TiTaTiTo V Titotite V TiTaT io =1\/6\V 14, 
Pa = Ti Toile V TatoTito V TitotiTo V TiToTite V (0-10) 
V Utotito = 0 V 2V/1V6 V 14. 
Dans le cas de bascules T 
Pi roi V TTaT To V LALPIL — 1 \/ 6 \/ 12, 
Pa — TTL iTo V TitetiTo V Tata V titi V (5-11) 
V Titozito =0 V 2/1 V5 V 12. 
Dans le cas de bascules ÀèS 
Ri=TiTTiTo = 12, | 
Si = TATotiT2 V TiTTi To —1 V6, | 
= == —_— "É (5-12) 
Ri= Titotite V Title = 9 V 12, | 
S2 = TT To V TTT io V Tia ile = 1VO\V2. ) 


Les expressions (5-8), (5-9), (5-10), (5-11) et (5-12) obtenues par 
la méthode des graphes se confondent respectivement avec les expres- 
sions (5-1), (5-3), (5-5), (5-6) et (5-7) obtenues par la méthode tabu- 
laire de synthèse de l’automate S. 


9—0723 
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9-5. Codage des états. Courses dans l’automate 


Comme on l’a déjà souligné plus haut, le problème de codage des 
états est un des principaux problèmes de la méthode canonique de 
synthèse structurelle des automates. Remarquons que le codage con- 
siste à introduire une correspondance biunivoque entre l’ensemble 
A = {a,, ..., ax} des états internes de l’automate et un ensemble 
de vecteurs à À composantes {X,, ..., K}, Km = (em . : 
+ mr) OÙ Emr est l’état du r-ième élément de mémoire, r — 
= 1,..., R.Sie,, € {0, 1}, c'est-à-dire si l'alphabet des états des 


Fig. 5-11. Courses entre les éléments de mémoire: non critiques (aléas) (a), 
critiques (b) 


éléments de mémoire est binaire, on a R > Ilog, MI. Pour plus de 
simplicité, nous nous bornerons à considérer, dans ce paragraphe, 
des éléments de mémoire constitués par des bascules du type RS; 
nous les désignerons par T;,, ..., T. 

Le changement d'état de l’automate est conditionné par des 
changements d'état de ses éléments de mémoire. Par exemple, si 
l’automate passe de l’état a», codé 0101, à l’état a,, codé 1001, cela 
signifie que sa bascule 7, passe de 0 à 1, la bascule 7, de 1 à 0, et 
les états des bascules T, et T, restent inchangés. 

L’automate peut devenir le siège d’un phénomène appelé aléas. 
Ce phénomène tient à ce que les délais de fonctionnement (de répon- 
se) des différents éléments de mémoire sont différents, bien que 
suffisamment voisins. En outre, les signaux d’excitation parvenant 
aux voies d'entrée des automates élémentaires par des chaînes logi- 
ques de longueur inégale ont des temps de retards différents. Si un 
changement d'état de l’automate est déterminé par un changement 
d'état simultané de plusieurs de ses éléments de mémorisation, il 
peut y avoir manifestation du phénomène d'aléas : il se peut que 
l'élément qui change d'état avant les autres ait le temps de modi- 
fier, par la chaîne de retour, les signaux devant attaquer les entrées 
des autres éléments de mémorisation avant que ces derniers passent 
à l’état suivant. Si ce cas se produit, l’automate peut prendre un état 
non prévu dans son graphe. Par exemple, l’automate montré sur la 
figure 5-11, a attaqué par le signal d'entrée z; doit passer normale- 
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ment de l’état a, à l’état a,; or, avant cette transition définitive, 
il passe à l’un des deux états transitoires a, ou a, suivant que l’un 
ou l’autre de ses éléments de mémoire a fonctionné le premier. Si 
l’automate passe finalement, sous l’action du même signal z;, là 
l'état a, (que ce soit à partir de a; ou de a), on dit que les aléas sont 
admissibles, ou non critiques. Par contre, si la structure de l’automate 
admet une transition de az à a; a, sous l’action du même signal 
z; (fig. 5-11, b), l’automate risque de se trouver finalement dans 
l'état a; au lieu de a,, ce qui perturbera son fonctionnement. On a 
alors des aléas critiques, ou courses. Lors du codage des états, on doit 
avoir soin d'éliminer les courses. 

Un des moyens d'éliminer les courses consiste à synchroniser les 
signaux d'entrée de l’automate au moyen des impulsions d'horloge 
de durée déterminée. On suppose qu'en plus des voies d'entrée 
Li, + «+, Tr, l’automate possède une voie d'horloge p qui reçoit à 
partir d’une horloge le signal p = 1 si l’im- 
pulsion est présente et p — 0 si elle est 
absente. La transition (a», a) sera induite 
dès lors par un signal pz;, et non par z,;. 
Alors, si la durée t, de l'impulsion d'horloge 
est inférieure à la durée de parcours du plus 
court chemin dans le circuit combinationnel 
par le signal de retour synchronisé, on a 
k — 0 au moment où l’automate passe à l’état 
transitoire a, (fig. 5-11, b); on a donc aussi 
pz; — 0, et les courses deviennent impos- 
sibles. 

Un autre moyen d'éviter les courses consiste pi, 5-49 
à doubler la mémoire (fig. 5-12). Le transfert hs be 
d’information de l’élément de mémoire infé- 
rieur à l’élément de mémoire supérieur ne peut se faire qu’en 
l'absence d’impulsion de synchronisation (p — 0). Les signaux de 
retour nécessaires pour l’obtention des fonctions d’excitation et des 
fonctions des sorties de l’automate sont prélevés sur les bascules de 
la rangée supérieure. Les courses ne peuvent donc avoir lieu qu'entre 
les bascules de la rangée inférieure. Les signaux de retour ne peuvent 
pas changer avant que p devienne nul. Or, à cet instant, le signal 
d'entrée pz; devient nul lui aussi, ce qui rend les courses impossibles. 

En plus des modifications de structure des automates, les courses 
peuvent être éliminées par des méthodes de codage spéciales, aux- 
quelles est consacrée une littérature abondante. Par exemple, la 
méthode de codage décrite dans [42] consiste en ce qui suit. 

Soient (æ&, B) et (y, Ô) deux couples de codes binaires de longueur 
R. On dit que les couples (œ, B) et (y, 6) sont non liés (découplés) si le 
digit en r-ième position du code adopté (1<r< AR) prend des 
valeurs opposées pour les couples (&œ, B) et (y, ô). Dans le cas con- 


9% 
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traire on dit que les couples (œ«, B) et (y, 6) sont liés. On démontre 
dans [42] le théorème suivant : un automate dont les états sont codés 
par des codes binaires de longueur finie est exempt de courses si et seule- 
ment si pour deux transitions arbitraires (am, a.) et (ar, &r), à; = &@i, 
induites par un même signal d'entrée, les couples correspondants des 
codes d'états sont non liés. On y trouve également un algorithme de 
codage des états des automates finis fondé sur ce théorème. L'idée 
maîtresse de cet algorithme est suffisamment simple: on examine 
successivement tous les couples de transitions pour lesquelles il 


a) 


Fig. 5-13. Graphes n’admettant pas de codage par adjacence 


existe au moins un signal d'entrée commun, et l’on donne aux digits 
correspondants des codes des valeurs telles que les couples des codes 
d'états soient non liés *). 

Il existe enfin une méthode de codage particulière, dite codage 
par adjacence, ou étude des adjacences, qui permet d'éliminer les 
courses de façon certaine. Dans cette méthode deux états adjacents, 
c'est-à-dire liés par un arc sur le graphe de l’automate, sont codés 
par des collections qui ne diffèrent entre elles que par les états d’un 
seul élément de mémoire. On a proposé plusieurs algorithmes de 
codage par adjacence; un algorithme est décrit dans [33]. 

Le codage par adjacence n'est pas toujours possible. On trouve 
dans [41] les conditions dans lesquelles ce codage peut être réalisé: 

1. Le graphe de l’automate ne doit comporter aucun cycle au 
nombre impair de sommets. 

2. Dans la totalité des chemins reliant entre eux deux états 
adjacents du second ordre on admet au plus deux états. Par états 
d'ordre i, en général, on entend deux états dont le chemin est consti- 
tué par à arêtes (d'orientation quelconque). 

La figure 5-13 montre deux graphes qui ne satisfont pas ces con- 
ditions et qui ne peuvent pas être codés par adjacence. 

En résumé, il existe quatre moyens d'éviter les courses : 


*) Le lecteur trouvera une description détaillée de cet algorithme dans [5] 
bui constitue la première édition (en russe) du présent livre. 
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1) éléments de mémoire doublés; 

2) choix judicieux de la durée de l’impulsion de synchronisation ; 
3) découplage des couples de transitions ; 

4) codage par adjacence. 


n-6. Codage des états et complexité du circuit 
combinationnel 


En étudiant la méthode canonique de synthèse structurelle des 
automates, on remarque que les différentes variantes de codage des 
états de l’automate conduisent à des expressions différentes des 
fonctions d’excitation de la mémoire et des fonctions des sorties ; 
la complexité du circuit combinationnel 
de l’automate dépend donc notablement Tableau 5-31 
du procédé de codage retenu. A titre Table des tranéitions 
d'exemple, nous allons réaliser, avec de l’automate structuré 
des bascules du type D, l’'automate 


abstrait S dont la table des transitions ot 10 | 00 
est résumée dans le tableau 5-4. Dans 
l'exemple considéré dans le paragraphe 
5-3 (tableau 5-15), les états de l’automate oo | 40 | — | ot 


ont été codés comme suit: Æ (a,) = 00, gi | oo | ot 
K (a) = 01, K (as) = 11. Les fonctions vo | 40 | 00 | oo 
d’excitation qui correspondent à un tel 

codage sont données par les expres- 

sions (9-0). 

Faisons le codage des états de S d’une autre manière : X (a,;) — 01, 
K (a) = 10, K (as) = 00. La table des transitions prend alors la 
forme du tableau 5-31. 

Puisque, dans le cas d'utilisation des bascules D, la table de 
fonctions d’excitation est confondue avec la table des transitions 
nous pouvons déduire directement du tableau 5-31 des fonctions 
d’excitation beaucoup plus simples : 


Pi = TiTolalo V TiToTiTo — 4 \/ 6, 
Pa = TiTolylo V TiToliTo = 9 \/ 0. 


Pour le codage des états dans l'exemple considéré, on a mis en 
œuvre l'algorithme suivant, qui permet de simplifier les fonctions 
d’excitation de l’automate construit à l’aide d'éléments de retard: 

1. Associer à chaque état a, de l’automate (m = 1, ..., M) 
un nombre entier V,, égal au nombre des transitions aboutissant 
à Am (Nm est égal au nombre d’apparitions de a, dans la table des 
transitions ou, si l’automate est défini graphiquement, au nombre des 
flèches aboutissant à a). 
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2. Ranger les nombres NW,, ..., Nm, ..., Ny dans l’ordre 
des valeurs décroissantes. 

3. Associer à l’état a; ayant le plus grand , le code 00 ... 0. 

4. Associer aux À états suivants, ordonnés conformément au 
n° 2 ci-dessus (ZA étant le nombre des éléments de mémoire), les codes 
00 ... 01, 00 ... 10, 00 ... 100, ..., 10 ... 00 à une unité. 

5. Pour le codage des R états suivants des M — R — 1 états 
qui restent, utiliser tous les codes contenant deux unités, puis 
trois unités, et ainsi de suite, jusqu’à ce que chaque état soit dé- 
signé par un code. Ce procédé de codage assure que les états aux- 
quels il y a le plus de transitions seront codés par des combinaisons 
contenant le plus petit nombre d'unités possible. 

Un procédé analogue peut être adopté pour le codage des signaux 
de sortie lors de la minimisation de la fonction des sorties. A titre 
d'exemple, nous allons ordonner les signaux de sortie de l’auto- 
mate S d’après le nombre de leurs apparitions dans la table des sor- 
ties (tableau 5-5): w,, trois fois; w,, deux fois; w.,, une fois; w4, 
une fois; u., deux fois; u,, une fois. 

Après le codage des signaux de sortie ordonnés (tableaux 5-32 
et 5-33), la table des sorties de l’automate S prendra la forme du 
tableau 5-34. 


Tableau 5-32 Tableau 5-33 Tableau 5-34 
Codage des signaux Codage des signaux Table des sorties après 
de sortie du type 1 de sortie du type 2 modification des codes 


des signaux de sortie 


o| 11] 0 


URVE 


oo | ot | 11 


De ce tableau, nous obtenons directement les expressions des 
fonctions des sorties : 


Yi = Titolile V Titotilo = 1 \/ 6, 
Ya = Toto V TaToTiTo V TitotTo = 1 V 2 \/ 12, 
T = T1To. 


Remarquons que les expressions correspondantes (5-1, 5-3) obte- 
nues en première variante de codage étaient beaucoup plus compli- 
quées. 
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Beaucoup d'auteurs (voir [14, 26, 37, 63]), s’engageant dans la 
voie ouverte par J. Hartmanis et R. Stearns ([27, 58]), se sont atta- 
chés à inventer un codage tel que les fonctions d’excitation soient 
moins liées aux variables de boucle de retour T,, . .., Tr. Hartma- 
nis et Stearns ont montré que cette approche est étroitement liée 
à l'existence de partitions particulières de l’ensemble d'états de 
l’automate. En règle générale, un codage à dépendances réduites 
pour les fonctions d’excitation procure un schéma plus économique 
que les autres. 

À titre d'exemple, considérons un automate dont la table des 
transitions est représentée par le tableau 5-35 *). Pour simplifier 


Tableau 5-35 


Ô:AXZ—+A 


les choses, nous le construirons avec des bascules du type D, afin 
de pouvoir tirer les expressions des fonctions d'excitation directe- 
ment de la table des transitions de l’automate structuré. Supposons 
que ses états internes et entrées soient codés conformément aux ta- 
bleaux 5-36 et 5-37; le tableau 5-38 de l’automate structuré après 


Tableau 5-36 Tableau 5-37 
Première variante Codage 
de codage des états des signaux 


d’entrée 


*) L'exemple est tiré de [46]. 
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Tableau 5-38 


Table des transitions de l’automate structuré 
pour la première variante de codage 


000 | 001 010 | 011 100 | 101 


011 101 100 | 001 000 | 010 
010 | 010 | Q01 100 011 | 011 


simplification nous donne les expressions suivantes pour les fonc- 
tions d’excitation de la mémoire: 


Pi = TiTotaT V/ TotsT V Totst, 
Po = ToT V Titots V Vita 
Pa = TT V/ Totst V/ Tite V/ Titox. 


Chaque variable œ, (r = 1, 2, 3) est fonction de toutes les va- 
riables T3, To, T3 et de la variable d'entrée x. 

La deuxième variante de codage des états (tableaux 5-39 et 5-40) 
nous fournit des expressions plus simples : 


Pi = TT V TT, Po = Tat, Pa = Tele 


On remarque que , est indépendante de 7, et de T3, tandis que 2 
et ®, sont indépendantes de T:. 

Tableau 5-39 On trouve dans la littérature, et notam- 
Deuxième variante  Ment dans les monographies [28, 38, 63], des 
de codage des états €Xposés suffisamment détaillés de l'approche 
: mentionnée ainsi que des méthodes basées 
sur celle-ci. Il est clair que les méthodes de 
codage des états à dépendance fonctionnelle 
réduite sont étroitement liées au problème de 
décomposition d’un automate qui a été exa- 
miné dans le chapitre 4. D'autre part, la 
plupart des auteurs font remarquer que ces 
méthodes s'avèrent peu pratiques dans les cas 
où les états et transitions sont fort nombreux 
et où les automates sont partiels; ils indi- 
quent également qu'il n’est pas facile de tenir 
compte en même temps de la complexité des 
fonctions d’excitation de la mémoire et de celle des fonctions des 
sorties. Pour ces raisons, au lieu d'examiner les méthodes citées, 
nous allons décrire un algorithme heuristique de codage des états 
proposé dans [48]. C'est un algorithme qui vise à minimiser le nombre 
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Tableau 5-40 


Table des transitions de l’automate structuré 
pour la deuxième variante de codage 


110 101 100 ON0 001 | 010 


000 010 001 101 110 | 100 
100 100 101 001 000 | 000 


total des changements d'état des éléments de mémoire pour l’en- 
semble des transitions de l’automate. Un tel critère contribue à dimi- 
nuer la complexité des circuits qui réalisent les disjonctions aux 
entrées des éléments de mémoire, donc aussi à minimiser le circuit 
combinationnel de l’automate. 

Soit T (S) le graphe non orienté des transitions d’un automate S. 
Chaque sommet du graphe symbolise un état de l’automate. Deux 
sommets à et j sont liés par une arête chaque fois qu'il existe une 
transition de a; à a; ou de a; à a;. Désignons par g (i, j) le nombre 
total des transitions de l’automate de l’état a; à l’état a; accompa- 
gnées de l’élaboration de signaux de sortie. À chaque arête (i, j) du 
graphe I (S) associons un poids p (i, j) = q(i, j) + q {j, ài). 

Introduisons une fonction 


W= 3, pli, j)d(i, j), 
(4, 2)ET(S) 


où d (i, j) est le nombre de positions par lesquelles les codes XÆ (a;) 
et À (a;) diffèrent (la distance de Hamming de K (a:;) et K (aj)). 
La fonction W ainsi définie peut servir de critère de complexité du 
circuit combinationnel de l’automate: la simplification du circuit 
combinationnel est d'autant plus poussée que W est moins grande. 
L'algorithme comprend les pas suivants: 
1. Construire la matrice 


Gi Bi 
1—\\° 
œr Pr 
qui comprend tous les couples d'indices (&,, B,), r = 1, ..., R, 


pour lesquels p (&,, f,) = 0: on entend par là que l’automate peut 
passer de a, à ag. ou de @g, à Gus Gr < Pr. 

2. Ordonner les lignes de la matrice 7. A cet effet, on construit 
une deuxième matrice A] dont la première ligne sera constituée par 
le couple (&;,, B;:.) de plus grand poids p (&;,, B;1). Parmi tous les 
couples admettant une composante en commun avec (œ;1, B;1), 
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on choisit un couple (œ&;., B;:) *) de plus grand poids et on l’inscrit 
dans la deuxième ligne de la matrice M. De tous les couples admet- 
tant une composante en commun avec au moins un des couples de la 
liste, on choisit le couple de plus grand poids et on l’inscrit dans M. 
Cette procédure est répétée autant de fois qu’il sera nécessaire pour 
que tous les couples de 7 soient inscrits dans À{. Si deux couples 
présentent le même poids, on calcule les sommes des poids de leurs 
composantes (en désignant par le poids p (&,.) d’une composante a, 
le nombre d’apparitions de &, dans la matrice T°) et l’on fait figurer 
dans la matrice M celui des couples dont la somme des poids des 
composantes est la plus élevée. Il est clair que, pour un automate 
connexe, un pareil rangement est toujours réalisable. On montre 
dans [48] qu'un rangement des couples suivant les poids conduit 
à une diminution de W en cas d'emploi de l’algorithme de codage qui 
sera exposé dans les alinéas suivants. 

3. Coder les états de la première ligne de la matrice A7 comme 
suit : 


Ka, =00...00; Kg, = 00... 01. 


11 
4. Rayer de M la première ligne qui correspond aux états codés 
Ga; ©t @,, “*). On obtient une nouvelle matrice M”. 


9. Le procédé de rangement adopté dans le n° 2 nous garantit 
que la première ligne de la matrice M’ contient exactement un élé- 
ment codé. Choisir l'élément non codé dans la première ligne de M” 
et le désigner par *. 

6. Construire une nouvelle matrice M, en relevant dans W 
les lignes qui contiennent y. Soit B, —" {y la Vos VE) 
l'ensemble des éléments déjà codés de la matrice M. Ils ont pour 
codes respectifs Æ,,, ..., _ re de 

7. Pour chaque X,,(f = 1, , F) trouver l’ensemble Ci, 
des codes adjacents à K,, et qui ne sont pas encore es à un 


quelconque état de l’automate. Construire l’ensemble D; — U AT 
Si D? = @, construire un nouvel ensemble Di — Ü Ci, où Ci, 
est l’ensemble des codes dont la distance de X,, est égale à 2. Si 
D = @ comme l'était Di, construire par analogie les ensembles 
D+, ., D, jusqu'à Obtenir un Dig (n=1,2, 3, ...). 
Soit D: = {Ka,, . , À 8 9 es Kse) 

8. Pour chaque k, y caculer d (y, x c'est-à-dire sa distance 
de tous les codes utilisés X, ; U = 4, , ). 


*) Il est clair que {a:, B; An {is Pie} Æ © 
**) Dans le texte qui suit, au lieu de dire € nent &, qui correspond à l’ état 
codé ag.», nous dirons « élément codé ay ». 
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9. Calculer Wi= De P (Ge ps) d (6, y) g=1, ..., G. 
» VjE 

10. Choisir dans D? un K, pour lequel W, — min W,. Dési- 
gner cet élément y (état a.) par le code X,. 

11. Rayer de la matrice M" les lignes où les deux éléments sont 
codés : on obtient une nouvelle matrice M”. Si toutes les lignes de M” 
sont épuisées, passer au pas n° 12; s’il reste encore des lignes dans 
M', revenir au pas n° 5. 

12. Calculer la fonction W — > pi, j)d{i, j). Passer 

(i,3)ET(S) 
au pas n° 43. 

13. Fin. 

Nous allons donner sans commentaire détaillé un exemple de 
codage des états d’un automate. Sa matrice 7 (qui correspond à la 
configuration de la figure 8-3) se présente comme suit: 


12 


NJ 
] 
en 
= D ND = = 


34 || 1 


On voit figurer à droite les poids p (i, j). 
Après le rangement des lignes de 7 conformément au pas n° 2, 
on obtient la matrice M. 


K;, = 000; XÆ, — 001. 
Le codage sera illustré par la table de Karnaugh : 


LELE 
00 “O1 11 10 


Ti 
ll] 

12113 23 112 
23|12 

15 |[2 
15 [12 1314 23|12 
14 || 1 34 || 1 
24 ||4 24 ||1 

4 

34 || 1 LE 
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C; — {010, 100}; Ci — {011, 101}; 
Di = C! UC; = {010, 100, 011, 101}. 
Woo = 1°1+2.2=5; Woo = 1-1 + 2.2 — 5; 
Wou =1:2+21=4; Win =1.2+2.141 = 4. 
On choisit K,; = 011. 


ToT3 


2 
14 || 1 
L V5 M;=|15|; B;={1}. 
1 


Ci = {100, 010}: Di = C1 — 4100, 010}. 
W:00 — 2-1 — 2 Woo — 2-1 — 2 On choisit K; — 100. 
ToT3 
00 O1 11 10 


44 lt 1 14 || 1 
M'=||24|| 14, y=4;, M,=—1|124| 1; Bi={1,2, 3). 
T1 34 || 1 34 || 1 


C! = {010}; Ci = {101}; Ci — {010, 111}; 
D1 = C! UC! UC: = {010, 101, 111}. 
Woio = 41+1-.2+41414—4; Win = 1:2+11+1.2 = 5; 
Win =1.3+1.2 +141 — 6. 
On choisit X, — 010. 


Tots 
00 01 11 10 


La minimisation de la fonction W (dite fonction de coût) est 
également réalisable au moyen d’algorithmes de codage par ité- 
rations. Soit K — (K,, ..., Km» - -., Kn) une solution du pro- 
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blème de codage des états, qui peut être obtenue soit par application 
de l’algorithme séquentiel décrit ci-dessus, soit par voie empirique. 
Au vecteur À correspond une valeur déterminée W (X) de W. L'idée 
maîtresse de l'algorithme par itérations consiste à passer du vec- 
teur À à un vecteur X’ tel que W (K') < W (Æ) (voir [48]). On 
y arrive par exemple en faisant toutes les permutations des coor- 
données du vecteur X deux à deux, jusqu’à ce qu’on constate que W 
est devenue invariante par la permutation d’un couple quelconque 
Ki; K ; (ë Æ j). 

On trouve dans [48] les résultats d'application expérimentale de 
quelques algorithmes de codage, qui témoignent de la haute effica- 
cité de l’algorithme séquentiel. 


CHAPITRE 6 


SCHÉMAS OPÉRATORIELS D’ALGORITHMES 


6-1. Microprogrammes de fonctionnement 
des réseaux séquentiels 


Les systèmes d’automatismes et d'informatique sont représentés 
dans la plupart des cas de la façon classique, c’est-à-dire sous forme 
de composition de deux unités distinctes : l'unité de commande (4) 
et l'unité opérative (B) (fig. 6-1). Par exemple, si le système repré- 
senté est un ordinateur, son unité opérative comprend les ensembles 
de mémoire, les régistres, les additionneurs, les canaux de transmis- 
sion d’information, les codeurs et les décodeurs, tandis que l'unité 
de commande assure la coordi- 
nation des organes énumérés et 
l’enchaïînement des opérations de 
traitement de l'information. La 
tâche principale de l'unité de 
commande consiste donc à élabo- 
rer une séquence temporelle de 
signaux de commande qui font 
Fig. 6-1. Composition d'une unité de exécuter une opération détermi- 
commande (4) et d'une unité opé- née à l'unité opérative. 

rative (B) ù 

Dans certains cas, on adopte 

un mode de représentation hiérar- 

chique du système séquentiel. Par exemple, en réalisant l’unité de 

commande centrale de l’ordinateur, on peut considérer l'unité 

arithmétique comme une partie de l’unité opérative; à son tour, au 

sein de l’unité arithmétique, on prévoit alors un automate de com- 

mande et une partie opérative constituée par les registres, l’addi- 

tionneur, le registre des codes d'opérations arithmétiques et le 
compteur de décalages. 

Un acte élémentaire indivisible de traitement de l'information 
réalisé dans l’unité opérative pendant une période (ou temps) d’hor- 
loge sera appelé micro-opération. Soit Y = {y,, . .., y\} l’ensemble 
des micro-opérations réalisées dans l’unité opérative. Elles sont com- 
mandées par des signaux y,, ..., y\ produits par l'unité de com- 
mande. Il y a intérêt à désigner le signal et la micro-opération par 
le même symbole: la micro-opération y, (n — 1, ..., N) devient 
exécutable au moment où le signal 4 apparaît à la sortie y,. Si l'unité 
B réalise plusieurs micro-opérations en même temps, l’ensemble de 
ces micro-opérations sera appelé micro-instruction. Par exemple, en 
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disant que Ÿ; — {y:,, - .., Yru,} est une micro-instruction, on sous- 
entend que toutes les micro-opérations y;,, . .., Yiu, Sont exécutées 


pendant une même période d'horloge (y, EY, u—1,..., U;). 
Pour U;, = 1 la micro-instruction Ÿ, se réduit à une micro-opération 
unique. Le cas de U, — 0 est également possible: il signifie que 
l’ensemble des micro-opérations constituant la micro-instruction 
est vide. Nous désignerons cette dernière par le symbole Y,. L'exé- 
cution d’une telle micro-instruction est équivalente à l’absence de 
toute opération élémentaire exécutable. S'il s’agit d’un système 
séquentiel synchrone, on assimile la micro-instruction Ÿ, à un 
temps vide, c’est-à-dire à un temps pendant lequel aucun signal ne 
parvient de l’unité de commande à l'unité opérative. 

Soient Ÿ,, ..., Yrles microcommandes réalisables dans l’unité 
opérative. La succession des micro-instructions à réaliser est déter- 
minée par les fonctions de transition : ce sont des fonctions booléennes 
&;j (i, j = 1, ..., T) d’un ensemble de variables binaires À — 
= {x,, ..., x} représentées par les variables d'entrée de l'unité 
de commande À. Il est naturel d'associer à chaque micro-instruction 
Y ; un ensemble de fonctions de transition {æ;,, . . ., &;r}, telles 
que si l’on a &;; — 1 après l’exécution de la micro-instruction Ÿ;, 
la micro-instruction exécutable suivante est Y,;. Il est évident que 
l'ensemble des fonctions de transition à partir d’une même micro- 
instruction Ÿ; est orthogonal (œ;j&;; = 0 pour j t) et complet 


T 
(\/ æ&;j — 1). La première propriété veut dire qu'immédiatement 
j=1 


après la micro-instruction donnée, vient une micro-instruction et 
une seule, exécutable pour des valeurs déterminées des variables 
d'entrée; la deuxième propriété signifie que cette dernière micro- 
instruction sera exécutée avec certitude. 

L'ensemble des micro-instructions et des fonctions de transition 
forme ce qu’on appelle un microprogramme. Pour donner la descrip- 
tion d'un microprogramme, on doit donc définir la succession des 
micro-instructions et des fonctions de transition, de façon à déter- 
miner l’ordre d'exécution des micro-instructions. Pour la descrip- 
tion des microprogrammes *), nous adopterons le langage des ordi- 
nogrammes, ou des schémas-graphes d’algorithmes. 


6-2. Schémas-graphes d’algorithmes 


Le schéma-graphe d’'algorithme (SGA) est un graphe connexe orien- 
té qui a un sommet initial (45), un sommet final (A;,,) et un en- 


*) Dans les travaux de A. Tchébotarev, A Michtchenko 
[59, 47], de F. Atstopas ct coll. [1], la notion de microprogramme a un sens 
légèrement différent. 
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semble fini quelconque de sommets conditionnels (P = {p,, ... 
..., pr}) et opératoriels (A = {A4,, ..., AG}) (fig. 6-2). 

Les sommets final, opératoriel ou conditionnel ont une entrée 
chacun; le sommet initial n’a aucune entrée. Le sommet initial ou 


Û 
ma CE CU 
{ 


Fig. 6-2. Sommets d'un SGA 


opératoriel a une sortie ; le sommet conditionnel a deux sorties, mar- 
quées 4 et 0. Le sommet final n’a aucune sortie. 

Tout schéma-graphe d’algorithme doit vérifier les conditions sui- 
vantes : 

1. Les entrées et les sorties des sommets sont liées entre elles 
par des arcs qui sont toujours orientés de la sortie vers l'entrée. 

2. Chaque sortie est liée exactement à une entrée. 

3. Chaque entrée est liée à une sortie au moins. 

4. Chaque sommet du graphe est intercalé au moins dans un 
chemin allant du sommet initial au sommet final. 

5. Une des sorties d’un sommet conditionnel peut être liée à l’en- 
trée de cette dernière, ce qui est inadmissible pour un sommet opé- 
ratoriel. Un tel sommet conditionnel sera appelé parfois sommet 
à boucle de retour. 

6. Dans chaque sommet conditionnel on inscrit un élément de 
l’ensemble X = {x,, ..., xy, . .., x} appelé ensemble de con- 
ditions logiques. Les mêmes éléments de À peuvent être inscrits dans 
des sommets conditionnels différents. 

7. Dans chaque sommet opératoriel on inscrit un opérateur (mi- 
cro-instruction) Ÿ,;, partie de l’ensemble Y — {y,, . .., yn, . .. 

.., y\x} appelé ensemble de micro-opérations *): 


Y'; — {Y4 y YUtus + +. yiu,}; Uitu € Y, U — 4, ET U;. 


Pour U; = 0 on a Y,; — @; cela est admissible. De même, on 
peut inscrire les mêmes parties de Ÿ dans des sommets opératoriels 
différents. 


*) Quand on décrit un SGA, les termes micro-instruction et opérateur sont des 
synonymes. En décrivant des schémas-graphes d’algorithmes explicités (voir le 
paragraphe suivant), nous utiliserons seulement le terme micro-instruction, qui 
se rencontre plus souvent dans la littérature (voir par exemple [40)]),. 
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S'il y a beaucoup d’arcs incidents vers l’intérieur à une même 
entrée du sommet, le graphisme risque de devenir trop embrouillé : 
nous représenterons alors les arcs entrant dans un sommet de la 
façon montrée sur la ifigure 6-3. 


Un exemple de SGA à six som- 
mets conditionnels et sept som- 
mets opératoriels est représenté 2 
sur la figure 6-4. ’ 


Supposons qu’on a inscrit dans 
chaque sommet opératoriel du Fig.6-3. Variantes de représenta- 
SGA un des opérateurs Ÿ,, ... tion des/sommets de SGA 
..., Yr. On peut alors identifier le 
sommet opératoriel à l'opérateur. Par exemple, on a inscrit l’opé- 
rateur Ÿ ; dans le sommet À;: pour désigner ce sommet, on peut 
alors utiliser le symbole Ÿ'; au lieu de 4. 

Associons au sommet initial l'opérateur Ÿ,, et au sommet final, 
l'opérateur Y{in = Yr+1- 


Fig. 6-4 Un exemple de SGA 


Supposons que notre SGA comporte un chemin menant du som- 
met Y,(i — 0, 1, ..., T) vers le sommet Y ; (j = À, ..., T, T + 
+ 1): 

Yipii ... piir ... DiiRY ;, (6-1) 
10—0723 
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qui ne traverse que des sommets conditionnels D;,, . .., Pins iCi 
e;r € {0, 1} est le symbole associé à la sortie du sommet condition- 


nel p;, traversé par le chemin (6-1). Il est évident qu’à chaque che- 
min de ce type correspond une conjonction œyy = xji ... tiiR— 
Re, Se : . . 
= A zx, où Zi, est la condition logique inscrite dans le sommet 
a 
conditionnel p;,3 th, = Tir, Lir—= Lire 
S'il existe entre les sommets Y; et Ÿ ; plusieurs (par exemple, H) 
chemins passant par des sommets conditionnels, alors «;; est égal 
à la disjonction des conjonctions associées à tous les chemins, c’est-à- 


H 
-dire qu’on a alors &;; — \/ a!, où a; est la conjonction associée 


h= 
au h-ième chemin allant de Y, à Y ;. Nous appellerons «;; fonction 
de transition de l'opérateur (micro-instruction) Ÿ,; à l’opérateur 
(micro-instruction) Y;. 

Désignons par A;, ..., A,- toutes les combinaisons possibles 
des valeurs des variables x,, ..., x. Le processus d'exécution du 
SGA à partir de l’opérateur initial Ÿ , sur une suite arbitraire infinie 
de collections Amy; - : «+, Amags - : -» Sera décrit comme suit *). 

On commence par inscrire l'opérateur Y:. 

147 pas. On donne aux variables x,, . .., x. des valeurs qu’on 
prend dans la collection À,,,. De l’ensemble des fonctions de tran- 
sitiOn os» + + - &or On tire la fonction œo;, (à, € {1, ..., T}) qui 
prend la valeur 1 sur cette collection (&o;,, (Am) = 1). On inscrit 
Yi, en ligne après Y,: 

Yo is 


2 pas. On donne aux variables x,, . .., x. des valeurs pro- 
venant de la collection AÀ,,,. De l’ensemble des fonctions de transi- 


tion Œuisys + - +, @ir On tire une fonction œ;,;, (in € {1, . . ., T'}) 

telle que &i,1, (Ame) = 1. On inscrit Y;, en ligne après Ÿ;,: 
YoY Yi 

etc. 


Supposons qu’on a obtenu, avant le g-ième pas, la ligne d’opé- 
rateurs 

Folle Yi 

Si sur A, une fonction into prend la valeur 1 (i, € {1, ..., T}), 

on ajoute à la ligne l'opérateur Y;. Si l’on a ensuite 


Qi T+1 (Amag) = 1, on ajoute à la ligne, après io l'opéra- 
teur (final) Yr+4,, ce qui achève le processus d'exécution du SGA. 


*) Il est supposé, dans le texte qui suit, que les valeurs des conditions logi- 
ques x, .…, x ne peuvent changer qu’au moment d'exécution des opérateurs. 
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La ligne Y,Y:,Yi,... Y; me s'appelle valeur du SGA sur 


la séquence de collections Am, Amos + + - Am.g-11 Ama [66]. Il est 
clair que la procédure d'exécution du SGA sur la séquence donnée 
ne peut prendre fin que dans les deux cas suivants: 

— toutes les collections ont été essayées (le dernier opérateur 
de la valeur du SGA est Y; ); 


— le sommet final est atteint (le der 
nier opérateur de la valeur du SGA est Ÿ 
l'opérateur final Y r+:). 

C'est ainsi que le SGA montré sur la 
figure 6-1 prend sur la séquence de collec: 
tions 


T1 To Ts Ta Lg 
4 O0 1 O 1 
1 1 0 1 1 
1 0 1 1 0 
0 1 1 O 1 
1 0 1 O0 0 
0 1 O0 1 1 


la valeur égale à YoY3Y4Y 2Y 6) tin: 

Voyons comment se déroule l'exécution 
du SGA sur une séquence de collections Fig. 6-5. Portion de SGA 
arbitraire dans le cas où il y a des sommets comportant un sommet 
conditionnels à boucle de retour (la por- conditionnel à boucle 
tion correspondante du SGA est montrée 
sur la figure 6-5). Il y a entre les opérateurs Y, et Y, une infi- 
nité de chemins, ce qui fait que 


ds = Va VV... Van VV... = mers V ritotots V 
\/ TiToToToT 9 \/ . \/ Lilo. e ToToT a V CE — Lilo 3. 


Puisque les conditions logiques correspondant à tous les chemins 
s’annulent à partir du deuxième chemin, «;; est pratiquement dé- 
terminé par le premier chemin. Nous ne prendrons donc en considé- 
ration que les chemins qui, passant par un sommet à boucle, emprun- 
tent une sortie non rebouclée à l'entrée; nous admettrons qu'il 
existe, sur la figure 6-5, un seul chemin du type (6-1) allant du som- 
met Ÿ, au sommet Ÿ 4. Il ressort immédiatement de la figure 6-5 que 


yo = Lys Os —= Lidolgs ya —= Lilo s. (6-2) 
10% 
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Supposons que l'opérateur Ÿ, a été exécuté, pendant l’exécution 
du SGA, sur une séquence de collections et que la séquence en ques- 
tion se présente en ce moment comme suit: 


1 01 
1 1 1. 


En regardant les expressions (6-2), on remarque qu'aucune fonc- 
tion de transition à partir de l'opérateur Ÿ, ne prend la valeur 1 
sur la collection 101. On inscrit donc un opérateur vide Y, en ligne 
après Ÿ,: 


Re 7e 


Ceci fait, on met à l'essai la collection suivante (111) en cherchant 
la valeur que prennent sur cette dernière les fonctions de transition 
du même opérateur Ÿ,. On voit sans peine que &;, = 1; on inscrit 
donc Ÿ ; après Yo, 


MR ANE 


et ainsi de suite. 

Si, par analogie au cas précédent, aucune des fonctions de transi- 
tion n'avait pris la valeur { sur cette collection, nous aurions ajouté 
à Y, un nouvel opérateur vide Ÿ,, etc., jusqu'à ce qu’une fonction de 
transition prenne la valeur 1 sur une collection. 

En effet, si les variables prennent des valeurs telles qu'aucune 
fonction de transition à partir du dernier opérateur exécuté n'est 
égale à {, l’unité de commande n’envoie aucun signal d'exécution 
de micro-opération vers l'unité opérative (c'est la micro-instruction 
Ÿ, qui est exécutée); le système est en attente. 

Supposons qu’on a associé à chaque opérateur Y; (t = 0, 1, ... 
*.., TL, T + 1) du schéma-graphe un sous-ensemble B; de con- 
ditions logiques dont les éléments peuvent changer pendant l’exé- 
cution de Ÿ; ; on a alors ce qu’on appelle une distribution de décalages. 
La distribution de décalages est une information complémentaire au 
SGA sur la logique de fonctionnement de l’unité ; elle peut s'avérer 
fort utile pour la simplification du SGA (cette question est examinée 
en détail dans le chapitre suivant). | 

Considérons l’exécution du SGA sur une séquence de collections 
de valeurs des conditions logiques 


Amis 9 Am gs Am,ah: 


Supposons que la collection A,,, soit directement antérieure à l'exé- 
cution de l'opérateur Y, et la collection A, ,+1 lui est directement 
postérieure. Pour une distribution de décalages donnée, nous disons 
que la séquence de collections est admissible pour le SGA si chaque 
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collection A, ,9+1 ou bien se confond avec À,,,, ou bien ne s’en dis- 
tingue que par des valeurs des variables provenant de l’ensemble B; . 


Deux SGA, FT, et l’,, sont équivalents (notation: F, = F,) pour 
une distribution de décalages donnée si leurs valeurs se confondent 


sur chaque séquence de collections admissible pour l, ou pour Fe 
(voir [66]). 


6-3. Schémas-graphes d’algorithmes explicités 


L'étude d’un système commence généralement par l’établisse- 
ment de son schéma-graphe d’algorithme explicité : c’est un graphe 
dont les sommets conditionnels et opératoriels contiennent au lieu 
des éléments d’ensembles X et Y les conditions logiques et les micro- 
opérations écrites sous forme explicite *). 

Nous allons considérer à titre d'exemple l’algorithme d’exécu- 
tion de l'opération de division dans une unité arithmétique (UA) 
parallèle qui travaille en virgule fixe. L'unité se compose d’un accu- 
mulateur (2) qui contient le dividende avant le commencement de 
l'opération, d’un registre Z contenant le diviseur et d’un registre Y 
qui reçoit le quotient après l'exécution de l'opération. Nous allons 
suivre l'exécution de l’opération de division d’après le schéma-graphe 
explicité de la figure 6-6. 

On commence par déterminer le signe du quotient. Si le dividende 
et le diviseur ne sont pas de même signe (sign Z sign Z), on ins- 
crit 4 dans la position du signe du registre Y (sign Ÿ): le quotient 
sera négatif. Si le signe est le même, cette phase est omise. Ceci 
fait, il se produit la remise à zéro du registre Y, du compteur de 
temps d'horloge (CT) et des positions du signe du registre Z et de 
l’accumulateur Z. Ensuite, si le signe de l’accumulateur est égal 
à zéro (ce qui a toujours lieu au début de l'opération, à cause de la 
remise à zéro lors de la micro-instruction précédente), le diviseur 
est retranché du dividende : à cet effet, le code inverse du registre Z 
(Z: = Z + Ziny) est envoyé dans l’accumulateur. Si, au premier 
temps d'horloge (CT = 0), l’accumulateur contient après la sous- 
traction un nombre positif (sign Z = 0), le dividende est plus grand 
que le diviseur: il y a dépassement. Une unité est inscrite alors 
dans la bascule de dépassement (BD : = 1), et l'opération est ter- 
minée. Au contraire, si l’on a sign Z = 1, il se produit l’incrémen- 
tation du compteur de temps d'horloge (CT : = CT + 1) et le déca- 
lage d’une position vers la gauche du contenu de l’accumulateur et du 
registre Y (2: = L, (2), Y : = L, (Y)). Le deuxième temps d’hor- 


*) V. Zakharov, D. Pospélov et V. Khazatski [67] dé 
crivent d’une manière accessible quelques applications de la théorie des automa- 
tes et des schémas opératoriels der thmes à l’étude des systèmes de commande 
dans leur livre fort instructif. 
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loge commence. Si, à un certain temps d'horloge, l’accumulateur 
contient après la soustraction un nombre négatif, il se produit, au 
temps suivant, au lieu de la soustraction du contenu du registre Z 


L:=L1(T) 
Y:= Li(Y) 


Fig. 6-6. SGA explicité de l'opération Fig. 6-7. SGA de l'opération 
de division de division 


de celui de l’accumulateur, l'addition de ces deux quantités 
(Z : = Z + Z), autrement dit, il se produit la division sans relève- 
ment du reste. Si, à un certain temps d'horloge (à l'exception du 
premier), l’accumulateur contient un nombre positif (sign Z = 0), 
une unité va s'inscrire en position r des poids faibles du résultat 
(Y [Inl: = 1). A l'expiration de nr temps d'horloge (CT = n), l’opé- 
ration prend fin. Le résultat de la division reste inscrit dans le re- 
gistre Y. 
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Après l'établissement du SGA explicité, les conditions logiques et 


les micro-opérations sont codées par les symboles x;, ..., x, et 
Yys + - «, YN respectivement : 

Sommets conditivnnels Sommets opératoriels 

z,: Sign Z=sign2Z, Yi: Sign: =1, y,:2: =E+Zinv, 

z, : Sign 2 =1Â, ys:Y: =0, Ye: Y [nr]: =1, 

z3: CT =0, Ya: CT : =0, Yo : CT: =CT +1, 

ra: CT=n. Ya: SignZ:=0, yo: 2: =Li(Z), 


ys:SignZ: —=0, yu:Y:=lL(Y), 
Ye: 2: =2+Z, yat BD: —=1. 


Après un tel codage des sommets du SGA explicité de la figu- 
re 6-6, on obtient un SGA montré sur la figure 6-7. 


6-4. Schémas logiques d’algorithmes 


Les schémas-graphes d’algorithmes proposés par L. Kalouzhnine 
[32] sont une version graphique des schémas logiques d’algorithmes 
(SLA) introduits par A. Liapounov en 1953 pour la description des 
schémas-blocs des programmes d'ordinateurs [39]. A. Liapounov 
a proposé de mettre les algorithmes sous forme d'une ligne de sym- 
boles de longueur finie. Une telle ligne, qui se compose de symboles 
d'opérateurs et de conditions logiques et de flèches pointées vers le 
haut ou vers le bas marquées par des entiers naturels s 


| L 
F4? 


= 152; 2: -) , S'’appelle schéma logique d'algorithme. 

Les SLA considérés dans le texte qui suit vérifient les conditions 
ci-après : 

1. Ils contiennent un opérateur initial (Y,,) et un opérateur final 
(Ytin). 

2. Aucune flèche ne figure avant Ÿ,, ni après ŸY{ine 

3. Chaque condition logique est suivie d’une flèche pointée 
vers le haut, ou montante. 

4. Deux flèches pointées vers le bas, ou descendantes, n'ont 
jamais les mêmes marques (chiffres). 


5. Pour toute flèche descendante , il existe au moins une flèche 


montante. ‘ 

6. Pour toute flèche montante, il existe toujours exactement une 
flèche descendante. 

Les ensembles d'opérateurs et de conditions logiques seront dé- 
signés, par analogie aux schémas-graphes, par Y = {Ÿ,, ..., Yr} 
et À = {x,, ..., x} respectivement. 
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Nous allons décrire le fonctionnement d'un système séquentiel 
à l’aide de son SLA: 


1 { 2 2 
Y in21 f Yi } Lo f Yo | YaŸ tin (6-3) 


Ce schéma logique d’algorithme comprend les opérateurs initial 
et final (Yin et Y'rin), quatre opérateurs Y, à Ÿ, et deux conditions 
logiques. À l'opérateur initial correspond un état 
initial du système séquentiel, qui implique l'ab- 
sence de toute micro-opération. Si le signal 
1 vient s'appliquer à l’entrée x, du système 
qui setrouve à l’état initial (x, — 1), le systè- 
me passe à un nouvel état qui correspond 
à l'exécution de l'opérateur *) Ÿ,: le premier 
à droite après la condition logique zx,. Si x, = 0, 
on passe à la flèche montante a et l’on 
cherche une flèche descendante marquée par 


le même chiffre ( 1 | . Cette dernière est suivie 


de la condition logique x, et de la flèche n s 
ensuite on voit les opérateurs Y, et Y:, et 
la flèche descendante | est suivie de l’opéra- 


teur Ÿ,. Au niveau du comportement, une telle 
Fig. 6-8. SGA équi- description se concrétise comme suit. Si x, = 0 
valent au SLA (6-3) et x, = 1 (rir, = 1), le système passe de l’état 
initial à un nouvel état qui prévoit l'exé- 


cution de l'opérateur Ya( ; a | Lo n Ya) s Siz —=0et x, = 0 


(tira = 0), c’est l'opérateur Y, qui est exécuté (x; ie 1T> Fo . 
L'opérateur Ÿ, étant exécuté, quelles que soient les valeurs des con- 
ditions logiques, le système exécute l'opérateur Y, qui figure à droite 
de Ÿ,, puis l'opérateur Y,, etc. Il est tout à fait évident que le SLA 
en question est équivalent au SGA de la figure 6-8. 

En écrivant des SLA, on a souvent intérêt à introduire des con- 
ditions logiques identiquement nulles, c’est-à-dire toujours fausses ; 
on les désigne par w. Considérons par exemple une portion de SLA 
comprenant une condition logique «: 


Ya0 à D Yacee 4 Ya (6-4) 


*) Dans le langage des SLA, comme dans celui des SGA, on entend par « opé- 
rateur » l’ensemble des micro-opérations exécutables en bloc. 
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Puisque © = 0, l’exécution de Ÿ, conduit toujours directement 
à Y,; quant à Ÿ:, il ne devient exécutable qu’en vertu de la flèche ? . 


On peut évidemment introduire pour les SLA la notion de che- 
min entre opérateurs, analogue à (6-1) pour les SGA, et celle de fonc- 
tion de transition «&;; de l’opérateur Y, à l'opérateur Y;. L’on aura 
par exemple dans le SLA (6-3) œyy = 215 Goo = ZZo; Ogg = Lit; 
Ayo = Los Aya = Lo; Uos = Asa = Latin = 1; les autres fonctions de 
transition sont nulles. La valeur de SLA sur une séquence de col- 
lections admissible, la distribution des décalages, l’équivalence de 
deux SLA gardent la même signification que pour les schémas- 
graphes (voir $ 6-2). 

La théorie des SLA est exposée dans un ouvrage de fond devenu 
classique de You. Yanov [66]. Dans ce travail, l’auteur s'attache 
à étudier les questions d'équivalence de deux schémas logiques. 
d’algorithmes et propose un système complet de transformations. 
qui permet de trouver pour tout SLA un SLA équivalent. 

Or, A. Erchov [16] remarquait que l'ouvrage de You. Yanov 
« n’a pas gagné un large auditoire, en premier lieu à cause du langage 
ésotérique, accessible plutôt aux spécialistes de logique mathéma- 
tique qu'aux programmeurs ». Dans ce même travail, A. Erchov 
se donne pour but, pour les raisons évoquées, d'exprimer, dans un 
langage plus simple, les idées contenues dans [66]. Il constate que 
« si l’on utilise, au lieu des schémas logiques d’algorithmes écrits 
sous forme de lignes de symboles, des graphes orientés où les som- 
mets symbolisent les opérateurs et les conditions logiques, et les. 
flèches, les transferts de commande, cela conduit déjà à une simpli- 
fication très sensible dans la plupart des cas; on arrive en particulier 
à simplifier le système de transformations, ne laissant que six règles. 
au lieu de dix-sept » *). 

C'est V. Lasarev qui, avec ses collègues, a proposé d'utiliser 
les schémas logiques d’algorithmes comme langage de description 
des automates microprogrammés; les résultats de leurs études dans. 
ce domaine sont résumés dans la monographie [38] **). 

Examinons l'algorithme de passage du SGA au SLA en prenant 
le schéma-graphe de la figure 6-4. 

4. Marquer par 1, 2, ..., s les entrées de chaque sommet du 
SGA auquel aboutissent plus d’une flèche, ainsi que l’entrée du som- 


*) Ce n'est donc pas les prédilections de l’auteur du présent ouvrage mais 
aussi les considérations évoquées plus haut qui l’ont incité à adopter dans son 
livre le langage des schémas-graphes pour la destription des algorithmes de fonc- 
tionnement des systèmes séquentiels. 

“*) Les questions de transformation des schémas opératoriels d’'algorithmes 
et de synthèse des automates sont aussi traitées dans une série de travaux de 
V. Barachenkov et coll. (voir par exemple [3, 57]). 
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met final même s’il n’y aboutit qu’une seule flèche (fig. 6-9). Pour 
le SGA de la figure 6-9 on a s = 5. 

2. Inscrire l'opérateur Ÿ,, qui correspond au sommet initial 
du SGA. 

3. Si l'entrée du sommet qui suit le sommet initial a été marquée 
précédemment par un symbole j, faire suivre l’opérateur YŸ,, d’une 


flèche descendante 4 . Ce cas ne se présente pas dans l’exemple con- 
sidéré. 

4. Si le sommet initial du SGA est suivi d’un sommet opératorie]l 
marqué par l'opérateur Y;, ajouter Y, à droite de Yi. Si le sommet 


Fig. 6-9. Marquage du SGA en vue de la construction d'un SLA équivalent 


initial est suivi d’un sommet conditionnel marqué par une condi- 
tion logique z», ajouter x, à droite de Y,. À droite de zx mettre 
une flèche montante surmontée d’un à si telle est la marque de l’en- 
trée du sommet suivant auquel est reliée la sortie « 0 » du sommet 
conditionnel considéré. Si la marque est inexistante, mettre à droite 
de zm une flèche montante muette. Dans notre exemple 


Y'inT1 Î e 


5. Si le sommet considéré dans le n° 4 est opératoriel et si l'entrée 
-du sommet suivant a été marquée par un p dans le n° 1, inscrire 
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après Ÿ, une flèche descendante ? , puis inscrire le contenu du som- 


met qui suit le sommet opératoriel d'opérateur Y,. Si le sommet con- 
sidéré dans le n° 4 est conditionnel de condition logique x», inscrire 


à La suite de sa flèche montante une flèche descendante e au cas où 


l'entrée du sommet suivant, à laquelle est liée la sortie « 1 » du 
sommet conditionnel, est marquée par p. Dans le cas contraire, 
aucune flèche ne sera introduite. Ceci fait, écrire à droite de zx» 
le contenu du sommet qui suit la sortie « 1 » du sommet conditionnel 
considéré. Dans notre exemple 


Yin T1 Î TE 


6. Continuer de la sorte jusqu'à ce que: 
a) une flèche descendante * ,oùsest la marque du sommet final, 


vienne se placer après un opérateur quelconque Ÿ,: on inscrit alors 

après Ÿ, une condition logique identiquement fausse w suivie d’une 
S S 

flèche montante , : 


Le 
io 45 


b) une flèche descendante 4 déjà figurant dans la ligne se pré- 


sente après un opérateur quelconque Ÿ ,: au lieu d'inscrire | après 
Y:, on met alors une condition logique identiquement fausse w suivie 
d'une flèche montante ? (o k ]: 


L 


c) une flèche descendante * , où s est la marque du sommet final, 


vienne après une condition logique x,, suivie de sa flèche montante 
(Zmt) : on inscrit alors après x, une condition logique identiquement 


fausse w suivie de la flèche montante 4 . 
Tm Î © k 8 


d) après une condition logique x, suivie de sa flèche montante 
(Zmt), on voie apparaître une flèche descendante T (où g est la marque 


de l’entrée du sommet auquel est reliée la sortie « 1 » du sommet 
conventionnel qui correspond à cette condition x,), alors qu'il 


y a déjà une flèche descendante ©? 


Ÿ 


à gauche de x,,. Dans ce cas, au 
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lieu de la flèche descendante | APTèS Tm, On inscrit une condition 


logique identiquement fausse w suivie d’une flèche montante de 


j : 
...ImTo fe. 


Dans notre exemple, la première ligne se termine avec l'appari- 
tion de la flèche descendante © à la suite de Ls h . Ici 5 est la marque 
du sommet final (voir condition 6, . 


Vin 1 LE li T3 4 D Yor " 2 Vars à à . 


En écrivant w et une flèche montante ° après Ts ; , on obtient: 


| 2 2 
Vins Ÿ Vi yes à Var ÿ Vars | o (6-4) 


5 e 
l 
7. Trouver dans (6-4) la première flèche montante muette et 
inscrire au-dessus de cette flèche le nombre s + 1: 
6 
Yi 4 Y; ee e 


8. Commencer une nouvelle ligne en écrivant une flèche descen- 
s+1 à ; R se 
dante ‘T . Ensuite, inscrire le contenu du sommet auquel est liée 


la sortie « 0 » du sommet conditionnel de condition logique zx; (au- 
dessus de la flèche postérieure à x, nous avons inscrit s + 1 = 6): 


| Lo. 


9. Procéder comme dans la première ligne, à ceci près que toutes 
les conditions du n° 6 seront vérifiées pour toutes les lignes déjà 
écrites. On obtient finalement les trois lignes suivantes: 


Vinti 4 Va ae Fate Vars 4 © à (6-5) 
G. 
y 723 TY,o ! ;: (6-6) 
y, | Yo ° : (6-7) 


La première, la deuxième et la troisième lignes prennent fin 
quand les conditions 6,c, 6,b et 6,a ont été vérifiées respective- 
ment. 

10. Après le n° 9, il ne reste aucune flèche montante muette. 
Chercher alors un r (1 < r < s, où s est le nombre des marques faites 
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sur le SGA dans le n° 1) tel qu'il n'existe pas de flèche descendante 
dans les lignes écrites. Ceci fait, commencer une nouvelle ligne en 
écrivant d’abord une flèche ” , puis le contenu du sommet marqué 
par r. Dans notre exemple r — ge : 
2 
jap rat. 
11. Si possible, procéder comme décrit ci-dessus. 
12. La dernière ligne pour n'importe quel schéma-graphe se 
réduit à une flèche descendante * , où s est la marque du sommet final, 
et au symbole de l'opérateur final. Dans notre exemple 


Your (6-9) 


Vie (6-8) 


13. A partir des lignes (6-5) à (6-9), former une ligne unique en 
mettant la première (6-5) au commencement et la dernière (6-9) 
à la fin, et en disposant les autres lignes dans un ordre arbitraire: 


Vin À La ta ces vue ee de 
2, 3 4 
DIET t + 


Le procédé de construction même de SLA permet de voir que le 
SLA en question est équivalent au SGA de la figure 6-9. On montre 
tout aussi facilement qu'un SLA ainsi construit comporte autant 
d'opérateurs et de conditions logiques (sans compter les conditions 
identiquement fausses) qu'il y a de sommets opératoriels et con- 
ditionnels dans le schéma-graphe initial. 

Quant à l’algorithme de passage du SLA au SGA, il est immé- 
diat. Le SGA correspondant admet un sommet initial et un sommet 
final ; le nombre de ses sommets opératoriels est égal au nombre des 
opérateurs du SLA, et le nombre de ses sommets conditionnels, 
à celui des conditions logiques du SLA (sans compter les conditions 
identiquement fausses). La sortie du sommet initial du SGA sera 
reliée par un arc à l’entrée du sommet qui correspond, dans le SLA, 
à l'opérateur ou à la condition logique se trouvant le plus près à 
droite de Ÿ,,. Les sommets opératoriels du schéma-graphe sont 
munis d’arcs d’une façon analogue. La sortie « 4 » d’un sommet du 
SGA qui correspond à la condition logique x} du SLA est reliée 
à l’entrée du sommet qui correspond à l'opérateur ou à la condition 
logique se trouvant immédiatement à droite de x,,. Si une condition 


| Re : i 
logique zx dans SLA est suivie d’une flèche montante 1° la sortie 
« 0 » du sommet conditionnel correspondant à x, sera reliée à l’en- 


Vo. D (6-10) 
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trée du sommet qui correspond à l'opérateur ou à la condition logi- 
que précédé(e) par une flèche descendante ; . Si un opérateur Ÿ; 
du SLA est suivi d’une condition logique identiquement fausse w 


$ i : L : 
avec une flèche montante ; (w }: la sortie du sommet opératoriel 


correspondant à Y,est à relier à l'entrée du sommet qui correspond 
à l'opérateur ou à la condition logique figurant après la flèche des- 


i x : 
cendante j" De même, si une condition logique x, avec flèche mon- 


tante (x, À) est suivie de « , on doit relier la sortie «{» du sommet 


conditionnel correspondant à 2» 
à l'entrée du sommet qui corres- 
pond à l'opérateur ou à la condi- 
tion logique figurant après la flèche 


descendante ‘ . 


Si l’on se propose de passer du 
SLA (6-10) à un SGA, on obtient 
le schéma-graphe représenté sur 
la figure 6-9. 


6-5. Formules de transition 


Les algorithmes admettent une 
autre représentation opératorielle, 
effectuée à l’aide des formules de 
transition. Supposons par exemple 
que l'opérateur Ÿ, vient d'être 
exécuté ; l'opérateur exécutable sui- 
vant sera alors Ÿ,, Ÿ, ou 4 (voir 
fig. 6-4), à condition que la fonc- 
tion de transition correspondante 
prenne la valeur 1. Cet état de 
choses peut être résumé par la for- 


Fig. 6-10. Un exemple de SGA mule : __ 
Vi ZaYo V TstiY a V TstiŸ'6 


dans laquelle je = Zs, Cia = Tslis Que = Tests, tandis que toutes 
les autres fonctions de transition à partir de l'opérateur Y, sont 
nulles. 

Dans le cas général la formule de transition d’un opérateur Y; 
se présente sous la forme 


T+1 
Y ;-- \ @;tY 1. (6-11) 
t=1 | 
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Ici &;, est la fonction de transition de l'opérateur Y; à l’opéra- 
teur Y,(t = 1, ..., T + 1); c'est une fonction booléenne des va- 
riables binaires z,, ..., x. La quantité «;,Ÿ, porte le nom de fonc- 
lion booléenne marquée; elle peut prendre les valeurs 


ŸY si œ—1i, 


RÉ : O0 si À; —= 0. 


Les fonctions booléennes figurant dans les fonctions marquées 
se prêtent à toutes les transformations de l’algèbre de la logique. On 
trouve dans [49] des règles qui, ajoutées au système complet d’axio- 
mes de l’algèbre de la logique, forment la liste des règles de transfor- 
mation identique des fonctions marquées: 

1. (œ \/ B) Y; = ay; \/ BY:. 

2. AY; V ay; = a (BY: V vY;). 

3. Si a =$ (« est équivalent à $), on a aY; = fPY:. 

Dans ces expressions «, $ et y sont des fonctions booléennes des 
variables zx, ..., ær. 

L'ensemble des formules de transition pour tous les i = 0, 1, ... 
..., T forme le système de formules de transition. Pour le SGA mon- 
tré sur la figure 6-10, ce système se présente comme suit: 


Yo tiYs V En 

Yi ti Ya V 2itotsY a V TiTotsŸ 3 V Tire Yu | 

Ya Zyt3Y 2 V TaTsŸ V ze (6-12) 
Va tits Ya V 2483 Ya V Ya | 

Yi tin ) 


La représentation d’une formule de transition sous la forme 
Yi zx, A \ xB, (6-13) 


OÙ ty E {rx . . ., æ} et À, B sont deux formules de transition 
partielles indépendantes de x,, s'appelle réduction (développement) 
de la formule de transition suivant la variable x,. Ecrivons, par 
exemple, la formule de transition pour l'opérateur Y, de (6-12) 
développée suivant la variable x: 


Y1 + Yo V T1 (TT Ÿ V ToTsY 3 V zoŸ a). (6-14) 


Si la formule de transition comporte des termes indépendants 
de z;, on doit, avant de faire la réduction suivant x,, multiplier 
ces termes par la quantité (x, \/ x): de cette façon, n'importe quelle 
formule de transition se laisse développer suivant n'importe laquelle 
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de ses variables. Par exemple, le développement de la formule de 
transition de Ÿ, suivant x, s'écrit 


Yi mi (te V Ta) Ye V TiToTsŸ o V AADE V TitaŸ 4 —— 
= Le (t1Ÿ 0 V TiŸ4) V CA (iŸe V TiTsŸ à V TiTsŸ s). (6-15) 


Dans la relation (6-13), on peut continuer à développer les expres- 
sions À et B suivant les autres variables; ce développement prendra 
cependant fin au moment où l’on aura dans les parenthèses inté- 
rieures des expressions du type 


(&pŸm V TpŸn} (6-16) 
dans lesquelles 


Tp € {T1 .. TL}; Yms Yn € Yu .. Yr+i}e 


Une formule de transition ainsi obtenue est dite parenthétisée, 
et le système de formules, un système parenthétisé. Les expressions 
du type (6-16) sont appelées élémentaires. 

Faisons la parenthétisation du système (6-12): 


Yo tiY a V Yu : \ 
Vi mia V tite (ts Ÿ 2 V ZaY 3) V ToŸ à); 


(6-17) 


y, ur © Y’tin- ] 
La parenthétisation de la formule de transition (6-15) nous donne 


Yi + Lo (tiŸ 9 V TY 4) V To (t1Ye V Ti (&sŸe V xsŸ3)). (6-18) 


Il est évident qu’à chaque expression (6-16) correspond, sur le 
SGA, un sous-graphe montré sur la figure 6-11. Une fois parenthéti- 
sées, les formules de transition permettent de passer sans difficulté 
au SGA : il suffit de construire des chaînes de sommets conditionnels 
conformément à la séquence de développement de la formule de 
transition. On voit sur la figure 6-12 le sous-graphe du SGA qui 
correspond aux formules de transition parenthétisées (6-17) pour les 
opérateurs Ÿ, et Y.. Il est évident que deux expressions identiques 
donnent lieu à un même sous-graphe du SGA (ces expressions sont 
mises en relief par des points dans (6-17)). 

Proposons-nous maintenant de construire le sous-graphe du SGA 
pour Y, et Ÿ, en prenant, au lieu de la formule de transition paren 
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thétisée (6-17) pour Y,, l'expression (6-18): le sous-graphe qui en 
résulte (fig. 6-13) aura deux sommets conditionnels de plus. Il est 


Fig. 6-11. Sous-graphe de 
SGA correspondant à 
l'expression (6-16) 


Fig. 6-12. Sous-graphe de SGA pour 
Y, et Ÿ, construit d'après les expres- 
sions (6-17) 


clair que le nombre des sommets conditionnels du SGA dépend de 
l'ordre de développement des formules de transition. En outre, le 


Fir. 6-13. Sous-graphe de SGA pour Yet Ÿ, construit en tenant compte de (6-18) 


SGA sera d’autant plus compliqué que le système de formules de 
transition contient plus de parenthèses renfermant des expressions 
11—0723 
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identiques. On conçoit qu’une « bonne » réduction n’est possible 
que sur l’ensemble de formules de transition. La question de mini- 
misation des sommets conditionnels sur le schéma-graphe sera dis- 
cutée en détail dans le septième chapitre. 


6-6. Schémas matriciels d’algorithmes 


Soit un SGA FT muni d’un sommet initial Y,, d’un sommet final 
Y'#in et de 7 sommets opératoriels auxquels sont associés des opéra- 
teurs différents Y,, ..., Ÿr. Le schéma matriciel d'algorithme (SMA) 
M correspondant au SGA Fest une matrice carrée dont les lignes sont 
marquées par les symboles Ÿ,, Y,, ..., Yr, et les colonnes, par les 
symboles Y,, Yo, ..., Vr, Ytin. À l'intersection d'une ligne Ÿ; 
et d’une colonne Ÿ ;, on y trouve la fonction de transition «;; de 
l'opérateur Y ; à l'opérateur Y ; Le SMA correspondant au SGA de 
la figure 6-10 est donné dans le tableau 6-1. Pour simplifier la repré- 
sentation, on omet d'inscrire dans la matrice les fonctions de transi- 
tion identiquement nulles. 


Tableau 6-1 


SMA correspondant au SGA 
de la figure 6-10 


La procédure de passage du SGA au SMA est immédiate: on 
cherche sur le SGA toutes les fonctions de transition et on les range 
dans les cases correspondantes de la matrice. Le passage du SMA 
au SGA consiste à écrire successivement toutes les formules de tran- 
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sition, à parenthétiser ce système et à tracer le SGA correspondant *). 

Comme dans le cas des schémas-graphes, on peut définir la valeur 
que prennent le SMA et le système de formules de transition sur une sé- 
quence quelconque de collections de valeurs des variables z;, 
+ Te 


*) M. Gavrilov et ses collègues ont RÉDpORe dans [19, 20] 
un langage des schémas opératoriels d’algorithmes parallèles à mémoire pour la 
description du comportement des systèmes séquentiels. 


11* 


CHAPITRE 7 


TRANSFORMATION DES SCHÉMAS OPÉRATORIELS 
D’ALGORITHMES 


7-1. Minimisation des sommets conditionnels 
sur le schéma-graphe d’algorithme 


Nous lisons dans [15] que le système complet de transformations 
identiques des schémas logiques d’algorithmes (SLA) proposé par 
You. Yanov dans [66] permet d'obtenir un SLA avec un minimum 
de conditions logiques, mais le seul moyen d’y arriver consiste dans 
l'examen complet de tous les SLA possibles, faute d’algorithme de 
minimisation du SLA par transformations successives. Dans le 
présent paragraphe sera décrit un algorithme de minimisation du 
nombre de conditions logiques proposé par l’auteur dans [4]; bien 
que cet algorithme soit adapté en l'occurrence aux schémas-graphes, 
tous les raisonnements restent applicables aux schémas logiques 
d’algorithmes. 

Le problème se pose dans le cas général comme suit. Soit un 
SGA T'(ŸY5, Y'fins Y, P), où Y, est le sommet initial, Ÿ ,, le sommet 
final, Ÿ = {Y,, ..., Yr} l’ensemble des sommets opératoriels 
distincts (chaque sommet étant identifié à son propre opérateur), et 
P = {p,, ..., pr} l'ensemble des sommets conditionnels aux- 
quels sont associées des conditions logiques X = {x:, ..., xr}. 
On demande de trouver, parmi tous les schémas-graphes équivalents 
à T'(Yo Yrim Y, P), celui qui présente le plus petit nombre de 
sommets conditionnels. 

Montrons qu’on peut diviser le problème de minimisation du 
SGA FT (Yo; Y'rinr Y, 2) en plusieurs sous-problèmes indépendants en 
décomposant le SGA T en sous-graphes [, ..., l' tels qu’en 
associant à chacun d’eux un sous-graphe équivalent Thin (k — 1, ... 
..., H) ayant le plus petit nombre de sommets conditionnels, le 
graphe obtenu par réunion de ces derniers sous-graphes, noté l'in, 
présente le plus petit nombre de sommets conditionnels. 

La décomposition du SGA L'(Y,, Yfin Y, P) sera faite de la 
façon suivante. 

Etablissons-nous sur un opérateur quelconque dans l’ensemble 
{Yo Ya +. Yr}, par exemple sur Ÿ,, et cherchons les opérateurs 
qui admettent des chemins du type 


Yapihi ... piim ... piiMY, (7-1) 
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passant uniquement par des sommets conditionnels; ici {p{1, . - . 

..…, Ptu} = P est l’ensemble des sommets conditionnels traversés 
par le chemin de Y, à Ÿ,; eim € {0, 1} est le symbole associé à la 
sortie du sommet condition- 
nel Dim par laquelle passe 
le chemin considéré. 

Sur le SGA F de la 
figure 7-1, ce seront les 
opérateurs ŸY,, Ÿ:, Ÿ,. Sur 
la figure 7-2, a ils sont 
désignés par des flèches 
issues de l'opérateur Y,. 
Ceci fait, cherchons les opé- 
rateurs à partir desquels 
il est possible d'arriver, 
par des chemins du type 
(7-1), à chacun des opéra- 
teurs de l’ensemble {Y;, 
Ys, Y,}. Les opérateurs 
trouvés seront inscrits à 
gauche, au-dessous de Y,. 
Ceci fait, on cherche, pour 
chacun des opérateurs si- 
tués à gauche. les opéra- 
teurs auxquels on peut 
aboutir par des chemins 
du type (7-1), et ainsi de 
suite, jusqu'à ce que les 
ensembles de gauche (4*) Fig. 7-1. Le SGA T avant la décomposi- 
et de droite (B1) cessent tion 
de s’agrandir. 

Ensuite on s'établit sur un nouveau sommet Y,, 6 A! et l’on 
construit A°? et B° comme décrit. 

L'algorithme se déroule en Æ pas (H < T + 1, où T' est le 
nombre des sommets opératoriels). À chaque k-ième pas on choisit 


h-1 
un sommet Yyiné U AÀ',on construit A et B" et ainsi de suite, 
i=1 


jusqu'à ce que, au bout de Æ pas, il ne reste plus de sommets, utili- 
sables comme points de départ, non compris dans les ensembles déjà 


construits A1, ..., AB. 


On obtient en résultat une partition du schéma-graphe [en sous- 
graphes T1, ..., l'H, où chaque sous-graphe T* (4*, Bh', Ph) est 
défini par les ensembles A*, B*, P" et par les arcs incidents aux 
sommets réunis par les ensembles indiqués. | 

Du procédé de construction de la partition de [ il ressort que 
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1) pour deux sous-graphes quelconques l' et F? on a Ai M 4? — 

= g, BiNB'= G, PiNP'= GS; 

2) la partition est unique, sans rapport avec le choix du sommet 
de départ pour la construction des sous-graphes à chaque pas. 

De l’unicité de la partition et de la condition P° f\ P? = Gon 
tire immédiatement la conclusion suivante. Soient À le nombre de 


Fig. 7-2. Sous-graphes et leur du conventionnelle : T1 (a), l2 (b), 
F* (c) 


sommets conditionnels de Let R! le nombre de sommets condition- 
H 


nels dans L'* (= 1,..., H). Alors R = Ÿ Rt. 
h=1 
Ceci établi, on montre sans peine que si l admet une partition 
en sous-graphes l'1, ..., l'4 où chaque sous-graphe L* (k = 1, 
..., À) contient un nombre minimal de sommets conditionnels 
Rhin, le graphe T contient lui aussi un nombre minimal de sommets 
H 


conditionnels, égal à > Rhin. 
h=1 


On voit sur la figure 7-2, a, b, c une représentation convention- 
nelle du processus de partition du SGA FT et les sous-graphes qui en 
résultent. Dans ces sous-graphes 


1 (Yo Ya Ya} B7 = O1 Ya Ys}; P° — {Pa Par Paj; 
 RÇE À° — {Y, Vs: Y6}; B° — {Y,, Vu, Ye}; P° + {Do P5) Pe} ; 
ls: A°— {y}, B3 = tin}; PS — g. 


Les numéros des sommets conditionnels du SGA T et des sous- 
graphes sont indiqués à côté des sommets. Il est curieux qu'on a 
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A NB* = {Ys}# ©; cela est admissible (on admet que l'inter- 
section A‘ f] B° soit non vide; au contraire, s’il y a A‘/f Ai = ©, 
il doit y avoir toujours également B° N Bi — 

R. Miller [45] décrit en détail les algorithmes de minimisation 
des circuits de commutation proposés par J. Roth. Ils sont fondés 
sur une représentation géométrique de la fonction booléenne réalisant 
une application de l’espace cartésien Z7 dans l’espace 7, : 


f 
23 + Za 
où Z2 = {0, 1}, 2 = 2: X Z2 X ... X Zo, fr! (1) est l’image 


n fois 
réciproque de l'unité, et f-! (0), l’image réciproque du zéro. 

Les éléments f-!' (1) sont appelés 0-cubes ou sommets. Deux 0-cu- 
bes forment un 1-cube s'ils ne diffèrent que par les valeurs d’une 
seule composante (coordonnée). Dans ce cas les 0-cubes sont appelés 
faces du Î-cube. Par exemple, les O-cubes 0011 et 0111 forment un 
4-cube Ozxi1, où la deuxième composante est dite libre, tandis que 
les autres sont liées. Deux 1-cubes forment un 2-cube s'ils admettent 
la même composante libre et s'ils ne diffèrent que par la valeur d’une 
seule composante liée. C’est ainsi que les 1-cubes Oxr11 et Ox10 for- 
ment un 2-cube Oxrix. Par récurrence, on introduit la notion de 
r-cube (r < n). À la fonction booléenne qui s'écrit analytiquement 
sous la forme 


] = LiT3 V TT d V TaTaTe 


correspond un ensemble de cubes (recouvrement cubique) 


0 zx 0 zx 
&. À À: 0 


Par analogie à la représentation géométrique des fonctions boo- 
léennes, introduisons une représentation géométrique des formules 


T+1 
de transition. Soit Y;— \/ &;,Y, une formule de transition. Met- 
t= 1 


tons la fonction de transition @}4 (Zi, - . ., Zn) de ŸY } à Y, (Ë = 
= 1,..., T + 1) sous forme d’un recouvrement cubique et 
associons à chacun des cubes du recouvrement son opérateur Y;; 
un cube 7-dimensionnel auquel on a associé un opérateur sera appelé 


cube marqué. Si D, est l’ensemble des cubes marqués engendrés par 
T+i 

la fonction a;,, à la formule de transition Y; — \/ «;,Ÿ; correspond 
t=1 


T+1 
un ensemble de cubes D (Y;) = U D;, auquel nous donnerons le 
t=1 | | 


nom de recouvrement de la formule de transition. C’est ainsi qu’à la 
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formule de transition de l’opérateur Ÿ, sur la figure 7-3 


Pr + (GT V TitoTs) Ya V (tiTeT 9 V aiZoTs) Y5 V 
V'aiteŸe V ititsŸ7 


Fig. 7-3. Sous-graphe à trois sommets de départ 


correspond un recouvrement D (Ÿ,) qui s'écrit 


ÿ i z Ya) 
1 0 0 Y4 
0 1 Y 
Da=i0 o 0 Ÿ, (7-2) 
L 4 x y. | 
1 01 y.) 
Nous représenterons un tel recouvrement de la façon suivante: 
0 1 z!l4 
1 O0 014 
D(Y:)= 0 O ou 
0 O0 015 
4 1 +|6 
14 0 1]7 


Introduisons une opération X qui sera effectuée sur un couple 
de cubes marqués c'Y, = (a, ..., Gi, - - +, An) Yi et CYm = 
— (b,,..., b;3, ..., db) Yn appartenant au recouvrement de la 
formule de transition 


T+1 
Y; + Van: (Y Ym € Yu . Yr+1}): 


l'opération X conduit à un nouveau cube c°Y, — c'Yr X C'Y m 
(on a Yo {Yo Vas ++. Yræ1} si ll m). L'opération se fait 
séparément sur les parties logiques (c" X c°) et sur les parties ope- 
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ratorielles (Y, X Y nm) des cubes marqués. Puisque l'opération €’ X 
x c“ se fait sur des cubes à nr coordonnées, nous définirons l’opéra- 


Tableau 7-1 
Table de l’opération X 


tion du produit de coordonnées à l’aide du tableau 7-1: 
TE CR D 


( (m (a, X b;), ..., ma; X bi), ..., ma, X b,)) si y 
intervient exactement en une coordonnée, m (a; X b:;} 
est m (0)—0, m (1) = 1, m (x) = m (y) = zx; 

cP —\ GG dans le cas contraire (c’est-à-dire si y n'intervient en 
aucune coordonnée ou intervient en deux coordonnées ou 
plus). 


Géométriquement, l'opération c' X c° donne le plus grand cube 
c? qui vérifie les conditions suivantes: 

— ses faces opposées sont les cubes ce” et c*; 

— aucun des cubes initiaux ne recouvre à lui seul le cube c?. 

C’est précisément cette dernière condition qui distingue l’opéra- 
tion x de l'opération du +-produit proposé par J. Roth (voir [451): 


a) (xx) X (011) = (211) 
({xzzx) * (011) = (x11) 
b) (0x2) X (xx) = ©, ; — 
(Oxx) x (xx) — (0x1) } résultats différents. 

L'opération X sur les parties opératorielles dépend du résultat 
de l'opération effectuée sur les parties logiques. Supposons que 
ec X c° = c Æ @ et que les cubes c’, c* admettent dans la coordon- 
née i des valeurs opposées (a; = e;, b; = &;, e; € {0, 1}). On fait 
correspondre alors à l’opérateur Y , marquant le cube c’” la formule 
de transition 


} même résultat, 


Var 2 V ET m0 (7-3) 


dans laquelle xi = x;, xi = xi. 
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En notation abrégée, nous écrirons la formule de transition com- 
me suit : 


Yo = 2Y me (7-4) 


Dans cette notation, x; est suivi par l'opérateur auquel on passe 
dans (7-3) à partir de Y, sit; = 1, puis vient l'opérateur auquel on 
passe si x; = 0. De toute évidence, on suppose en écrivant (7-4) que 
a = 6e; = À, b; = ë, — 0. Si ay re; = 0. b; = &, — À, on devra 
permuter Ÿ; et Ym: Ya = TiYmYr Si Yi = Ym, on tire de (7-3) 


Yo 2m V2 m = Yom 
On a donc 
Q si c'xc—=g; 
CYiIXCYn=é PYssicxc EG; icicl=c"xc 
et Y, se définit par (7-3) 


Remarquons qu’à la formule de transition (7-3), ou à sa notation 
abrégée (7-4) que nous utiliserons dans le texte qui suit, correspond 
le sous-graphe montré sur la figure 7-4. 
L'opérateur YŸ,; nouvellement introduit 
sera appelé opérateur dérivé et représenté 
sur le SGA par un rond, afin de le distin- 
guer des opérateurs initiaux (primitifs) 
ÉTÉ D 

L'opération *X introduite sur un couple 
de cubes marqués c'ŸY,, c‘Y, sera appelée 
opération de recollement: nous dirons que 
ces cubes sont recollés suivant la variable 
Fig. 7-4. Sous-graphe cor- ZT: s’ils admettent des valeurs opposées (0 
respondant à la CU et 1) dans la coordonnée i. 
detransitionYy-+7;Y}V Introduisons ensuite l'opération de re- 

> collement complet: elle se fait sur deux 
Vi Ym cubes marqués de la même façon qui ont 
toutes leurs coordonnées identiques à l’ex- 


ception de celle qui sert au recollement. Voici un exemple de 
recollement complet : 


1z0zri1y, 

1ririïr, 

LrrriT,: 
Par contre, 

1z0z1 y, 

1zilz}, 


1rz1ii y, 
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n’est pas un recollement complet, car les cubes choisis pour l’opé- 
ration different dans plus d’une coordonnée. De même, 
1z0r71Y, 


1ziz1Y, y YY 
————— = TZ : 
4AzxzzA1Yoyo a cb 


n’est pas un recollement complet, vu que les cubes opérandes, bien 
que ne différant que d'une seule coordonnée, sont marqués par des 
opérateurs différents. 

Nous dirons que deux cubes marqués c'Y, = (a, ..., a;) Y: 
et CY mn = (b,, ..., bh) Ym Sont deux faces opposées du cube 
marqué c?Y, sic’ et c° sont deux faces opposées du cube c? (ont tou- 
tes leurs coordonnées identiques sauf une, par exemple ;, en laquelle 
ils prennent des valeurs opposées), et Y, = x; 1m si a; = 1, 
d; = 0 et rs —= TiY mY 1 Si 4; = 0, b; "1; 

Introduisons la relation de recouvrement pour un couple de cu- 
bes identiquement marqués c'Y, et c’Y,. Nous dirons que c'*“, 
recouvre c?Y,, ou que c?’Y, admet c'Ÿ, comme recouvrement 
(CPYm = C'Ym), si c” recouvre c? (c? & c’') (voir [45]), c’est-à-dire 
si cest une face de c’. Il est évident que la relation de recouvrement 
est réflexive, transitive et antisymétrique. 

Nous décrirons maintenant un algorithme de recherche, dans le 
sein d’un SGA, d’un ensemble de sous-graphes équivalents parmi 
lesquels sera trouvé, en réalisant un recouvrement d’un type parti- 
culier, le sous-graphe qui possède le plus petit nombre de sommets 
conditionnels. Convenons d'opérer dans une classe de schémas-gra- 
phes où un chemin du type (7-1) ne passe jamais par deux sommets 
conditionnels contenant une même condition logique. La nécessité 
d'une pareille restriction est évidente: à chaque chemin du type 
(7-1) on associe un cube marqué dont chaque coordonnée correspond 
à une condition logique. 

Supposons que la partition du SGA nous a donné un sous-graphe 
F contenant m sommets opératoriels de départ Ÿ,, ..., Y, et n 
conditions logiques. Il est évident qu’on peut construire comme pré- 
cédemment pour chaque opérateur de départ Y’; un recouvrement 
marqué D? (j = 1, ..., m). Pour le sous-graphe l' à trois sommets 
opératoriels de départ représenté sur la figure 7-3, les trois recouvre- 
ments se présentent comme suit: 


X 


40 014 
ns 01zl4 10014 
do le 410014 41115 
00115 414015 
Di=|00015, D? — ; DS — ; 
: 00015 0 x 016 
017z106 
11417 1 1 6 10117 
10117 07118 
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Faisons, dans chaque recouvrement, toutes les opérations possi- 
bles de recollement complet et d'absorption. L'opération d'absorption 
consiste à éliminer tous les cubes qui sont recouverts par d’autres 
cubes. Dans notre exemple 


O1 zx|4 10014 
1 zx 014 
anse 10014 11z15 
x 
n=|,, s? Di=|00z|5, D3=|0 zx 016. (7-5) 
z 
11x16 10117 
LæÆ 17 
10117 0x118 


Le zéro en indice inférieur de D} indique que c’est un recouvre- 
ment initial (j = 1, ..., m). Les opérateurs qui marquent les cu- 
bes des Di seront appelés primaires. L'ensemble des opérateurs pri- 
maires des D} sera noté G7. Dans notre exemple, G1 = G? = {Y,;, 
Vu Ve Yrhs Go = Vas Yi Ye Yn Yeah Go = GUGUG = 
Sr {Ya Y Ye; Y Y'a}: 

L'algorithme de recherche des sous-graphes équivalents d’un 
SGA se déroule en Æ pas (4 < n, où n est le nombre des conditions 
logiques du sous-graphe). 

En premier pas, nous appliquerons l’opération X à chaque couple 
de cubes (c'Y}, c‘Ym,) des Di. Elle nous donnera des ensembles de 


cubes Di(j = 1, ..., m) *): 


1 x 0[20 
0 16 Fe 
r O O0!10 “is x O O0]|11 
- z 1 z|17 . 
z 10/11 - 10 z]12 
- z 0 0|10 = 
41 z zl12 - x 10]21 
D1 — - D2z—|1 rx 0|18 D3 — |” 
1 0 ZT 13 1 _. L { TL 1 22 
_ 10 x112 
zx O1!14 - z 1 1123 
- z O0 1|14 _ 
z11115 L 0 zx z|24 
En 4 9 _ 
; né ai z01 25 
Inscrivons les opérateurs dérivés (4, = xiŸ1}’im,) dans une 


table séparée (tableau 7-2) en mettant dans la première colonne l'in- 
dice q,, dans la deuxième la variable de recollement x;, dans la 
troisième et la quatrième les indices /, et m, des opérateurs respecti- 
vement : 


Qi 1Ti l lo | Mo 


*) Dans cet exemple les opérateurs dérivés (distincts des opérateurs primai- 
res) sont numérotés à partir du nombre 10 
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Tableau 7-2 
Fonction f; 


Dans chacun des cubes des D} soulignons la coordonnée suivant 
laquelle on a effectué le recollement qui a fait naître le cube en 
question. Par exemple, 

1r07Y, 
à tzi y, 
1zz Yu 


AA OET 


ou, ce qui revient au même, 
Azx|12; 12]zxs17|4. 


Ajoutons à l’ensemble D} les cubes Ei = Di dont le rang est 
non inférieur à l'unité. Dans notre exemple 
aol 01z14 4T+4 19 
Ei— a : Et=|002:|5, Æ=|0z:0|6. 
1 11z]|6 0118 
Construisons les ensembles Di = Di | Ei: 
z O0 10 0zz 16 LE L 
z101)11 a 10z |12 
1zzx|12 z 00 10 su 21 
0zz 13 1x0 18 re 99 
x 01 | 14 410zxz1!12 _ 
Di= lo yalasr Disfzotlar Dis|ET |, 
e — 0 x x | 24 
Abe Le ul z 0125 
00z15 01zl14 11. 5 
01z16 00x15 
1z117 11z16 Rd ee 
0zx1]8 


Le tableau 7-2 donne une fonction f, qui est définie dans l’en- 
semble de triplets (x:, Yi, Ym,) et qui prend une valeur dans l’en- 
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C2 m A. - : ee. 
semble des opérateurs dérivés G, — U G?, où les opérateurs de G? 
j=1 


marquent les cubes de D; (t EX; Vis Ym, E Go)- À chaque élé- 


ment Ÿ,, € G; correspond un sous- 

Tableau 7-3 graphe de SGA analogue à celui 

Table de l'opération X de la figure 7-4 et possédant un 
à partir du pas n°2 sommet conditionnel unique. 

Si Pet G? sont des ensembles 

d'opérateurs ‘marquant les cubes 

dans les recouvrements Eÿ et. D} 


respectivement, on a G?— Gi U 
Ù Pi, Gi — Ù Gi. 


Run ie des k pas 
suivants (k = 2, ..., H) commen- 
cera par tea Di x Di. 
Cette opération sera cependant 
interdite sur des couples de cu- 
bes ci, CYm de D}, dont 
l’i-ième coordonnée est égale à x 
souligné (x) dans un cube et à 0 
ou 1 (coordonnée liée) dans l’autre. C’est ainsi que, sur le deuxième 
pas, l'opération X ne se fera pas sur le couple de cubes 11x | 6 et 
Orx |] 16. De toute évidence, cette restriction nous renvoie à une 


Tableau 7-4 
Fonction f; 
35 | zx: 18 | 16 43 | Zo 21 | 11 
36 | z; 19 | 16 44 | zs 25 | 11 
37 | 17 | 10 45 | x: 12 | 24 
38 | Ze 17 | 14 46 | zx: o | 12 
39 | zx; 19 | 18 47 | Z3 23 | 21 
40 | zx: 6 | 12 48 | zx: 22 | 8 
41 | z3 22 | 20 49 | 23 | 25 
42 | z; 20 | 6 90 | 5 | 24 


classe de schémas-graphes où aucun chemin joignant deux sommets 
opératoriels ne passe par deux ou plusieurs sommets conditionnels 
de même condition logique; nous avons . rencontré cette classe 
plus haut. Ainsi donc, sur de pas n° 2, , H, l'opération c? = 
— (dis: dix (b., Lara 0e) se définit, ‘conformément au ta- 
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bleau 7-3, comme suit : 


(m (a X bi), ..., Ma; X bi), ..., m (a X bn)) 
si y intervient exactement en une coordonnée et si aucune- 
cl — coordonnée n'est égale à @ ; ici m (a; x b;) est m (0) —0, 


m()=1, m()=2 mYy)=m(x) = 7; 
@G dans le cas contraire. 
Faisant sur le pas n° 2 l'opération Di x Di, on obtient: Di — 
= Di x Di, Di = Di U Ej (Ej est un ensemble de cubes de Di de- 


rang non inférieur à 2); G = Gi [J Pi et le tableau d’une fonction 
f2 (tableau 7-4) définie sur l’ensemble de triplets (x, Y1,, Y'm,) et 


Pt m , 
prenant une valeur dans l’ensemble G, — (J G. Faisant toutes les 


| j=1 
absorptions possibles dans D}, on obtient dans l’exemple considéré *) : 


_ z zx 0 | 35, 37 1 x x | 41,46 
z 1 z | 28,31 z x 1] 36, 38 z z 0 | 42, 43 
a z O x | 27, 30 x O0 x | 44,45 
ol L mu PDi=|1zz|s,ao; D=|z 1 | 47,50. 
re. 13 RS ES z z 1 | 48,49 
1zz|12 z 1 x]17 0 zx |24 


Procédant de la manière décrite, on obtient, sur un pas n° x: 
(A = 1,..., H; H< n), D}, Gi et le tableau d'une fonction f}; 
définie sur l'ensemble des triplets (ti, Y1,_,, Ym, _.) et prenant une- 


Le. 2 


Lan. d m Q 
valeur dans l’ensemble G; — |] G. 
j=1 


De toute évidence, au bout de H pas (H < n) l’ensemble D; ne- 
contiendra que des n-cubes marqués (xx . .. x). Il est clair que le 
nombre des pas de l'algorithme n’est pas supérieur à n. 

Reprenons notre exemple. Sur le troisième (et le dernier) pas. 
nous obtenons 


Di — | xxx | 29, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 958; 
D | xxx | 59, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66: 
D = | xxx | 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76. 


*) Dans D; les cubes c‘Y M. et c'Y,, s'écrivent pour «7 = c® sous la for- 
me CTiMys lp 
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Après la dernier pas — le J-ième — nous obtenons des recouvre- 
ments D (j = 1, ..., m) dont les cubes sont marqués par des 


opérateurs provenant des ensembles Gi. Soit Gy —= Ù, GC: où 


Gi est un sous-ensemble de Gy qui a 
à l'opérateur de départ Y ;. Dans notre exemple 


Gi nu {Y 20 Ÿ 51 Y 50 RS 58}: 
Gr — 50 Ÿ 80: PR Y56}; 
GC = 67 V'68; . Y 6}. 


Soit er — {Y#, 2 03 ÿY?} so + +.) Y'A 1}. 
Puisque Dj, ne contient que des cubes de di- 


Fig. 7-5. Les opéra- mension An (xx ... x), il est évident que le 
teurs Y; et Y? se chemin allant de Y ; aux opérateurs de G% tra- 
confondent verse un ensemble vide de sommets condition- 


nels, ce qui revient à dire que Ÿ;se confond 


avec chacun des opérateurs de GC’: En mettant l'opérateur 7 sous 
la forme zx;Ÿ Y (fonction fx), nous obtenons un sous- 
PO fHt MH, : | | 
graphe représenté sur la figure 7-5. En développant Y,; de Va Ex 
etc. à l’aide des fonctions f 1, fr-os + + «+; f1, nous obtiendrons, au 


bout d’au plus À pas, les opérateurs primaires de G,;. Cela nous 
donnera une variante de réalisation de la portion de sous-graphe dé- 


terminée par le recouvrement Di. Puisque Gñ contient R; éléments, 
il suffit de faire la procédure décrite R ; fois pour ho Vu: TT 
AR de ny pour obtenir À; sous-graphes  Auvaleute pour le recouvre- 


ment D. Par exemple, en commençant par Ÿ;s4 (tableau 7-5), on 
aboutit au sous-graphe montré sur la figure 7-6. Puisque G} admet 


Tableau 7-5 


Fonction f; 
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neuf opérateurs dérivés, il existe 
neuf variantes possibles de réali- 
sation de Y,. De même, Y,et Y: 
admettent huit et dix réalisa- 
tions respectivement. Toutes les 
variantes de réalisation sont ré- 
sumées dans le tableau 7-6 dont 
les colonnes renferment les opé- 
rateurs développés par la mise 
en facteur des fonctions f3, fo et 
f,- Dans ce tableau les opéra- 
teurs dérivés sont mis entre 
parenthèses chaque fois qu'ils 
interviennent au moins une fois 
pour un Ÿ; = Y;. Les opéra- 
teurs primaires ne figurent pas 
dans le tableau. En choisissant 
une variante pour chacun des 
Y,, Yo, Y 3, on obtient évidem- 
ment un sous-graphe de SGA 
équivalent au sous-graphe l de 
la figure 7-3; il contiendra 
autant de sommets condition- 
nels qu il y a d'opérateurs dé- 
rivés (distincts) dans les va- 
riantes choisies. Par exemple, en 
choisissant les variantes b,, b,, 
et b,,, on obtient un SGA à douze 
sommets conditionnels. 
Supposons qu'il y a m opé- 
rateurs de départ Y,, ..., Y mn; 
Je tableau des variantes prévoit 
R; variantes de réalisation (j = 
— 1, ..., m) pour chacun.Pour 
trouver un sous-graphe possé- 
dant le plus petit nombre de 
sommets conditionnels, il suffit 
de choisir dans le tableau une 
variante pour chaque Y ; de telle 
façon que le nombre total des 
opérateurs dérivés distincts dans 
ces variantes soit minimal. C’est 
le problème de recherche d’un 
recouvrement minimal du ta- 
bleau des variantes. On comprend 
que le nombre total des sous- 


12—0723 


Tableau 7-6 
25 (12) 


21 
25 (12) (41) 


(11) (41) 24 


b18 19 b20 bo b22 Dbo3 bos bos Log ba 
20 21 25 25 21 
(11) 20 21 


24 24 42 43 42 43 44 45 44 45 
22 (12) 22 22 23 23 23 923 24 24 


67 68 69 70 71 72 73 74 75 76 
41 46 48 48 49 49 47 47 50 50 


17 39 40 
18 


b14 16 Die 17 


(Je) 
(Je) 
le) 
(de) 
«y 
(Je) 
(4e) 
(Je) 
| 
© 


17 (14) (42) 19 (12) 


bi2 b13 
18 (10) 


17 
16 16 (14) (14) (10) 


36 36 38 38 17 
18 17 


b10 b11 


Table des variantes de réalisation de D!1, D? et D° 
bg 


12 (12)| 19 19 


15 


15 
(14) (11) (11) (14) 


15 13 15 
13 (14) (12) (10) 
(10) 


(11) (14) 


(10) (11) 
(10) 


31 
13 26 26 32 32 (27) (30) (27) (30)| 35 37 35 37 (27) (30) 16 16 
13 


29 51 52 53 54 55 56 57 58159 60 61 


(12) 33 34 33 34 28 28 31 
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graphes qu'on peut tracer d’après ce tableau est égal à R, X ... 
X RM; dans l’exemple du tableau 7-6, on a 9-8-10 — 720 sous- 
graphes distincts. 

On pourrait chercher un recouvrement minimal du tableau des 
variantes en modifiant la méthode de Petrick par laquelle on cherche 
un recouvrement minimal du tableau de Quine lors de la minimi- 
sation d'un système de fonctions booléennes [22]. Supposons que le 
tableau des variantes propose pour chaque Y; (j = 1, ..., m) des 
variantes b;1, ..., bjr, . .., bjr ; Chaque variante peut être mise 


sous forme de conjonction Æ;, de symboles des opérateurs dérivés 
figurant dans la variante considérée. 
C'est ainsi qu’à la variante b, (ta- 
bleau 7-6) correspond la conjonction 
04 /\34 /\32 /\15 14 /\13. L'ensemble 
des variantes pour un opérateur Ÿ; 


R 
A j , 
peut s’écrire \/ Æ;,; l’ensemble des 
r=i 


variantes pour tous les opérateurs 
Vs Ym S’écrira alors 


m {R); 
AUV Kjr) 
Fig. 7-6. Une variante de réa- 3=1 \r=1 
lisation du sous-graphe avec 


opérateur de départ Ÿ: Chassant les parenthèses dans la 
dernière expression et faisant toutes 
les opérations possibles du type AA = À, on obtient une dis- 
jonction de R;, ...R,, conjonctions, où R; (G — 1, ..., m) est 
le nombre des variantes de réalisation de Y ;. En cherchant à partir 
de cette expression la conjonction qui possède le plus petit nombre de 
facteurs, on obtient un recouvrement minimal du tableau des va- 
riantes et, par conséquent, un sous-graphe minimal du SGA. 

Même avec un ordinateur puissant, ce problème présente de 
grosses difficultés: l'augmentation du nombre d'opérateurs de dé- 
part et de variantes de réalisation des opérateurs entraîne une crois- 
sance très rapide du nombre des conjonctions obtenues. Soient en 
effet m = 10, R;= 10; pour j = 1, ..., m le nombre des conjonc- 
tions s'élève à 1070. 

Il existe un procédé par lequel on arrive à réduire sensiblement 
le tableau des variantes sans risque de perte de recouvrement mini- 
mal. Introduisons la relation de recouvrement entre variantes sur 
l’ensemble des variantes pour chaque Ÿ; (j = 1, ..., m) en disant 
que b, recouvre b; (où b, et b, sont deux variantes appartenant au 
bloc Ÿ ;) si, quel que soit le choix des variantes dans tous les autres 
blocs Ÿ,, ..., Vis, Y'jgus . . ., Y ms le nombre d'opérateurs déri- 
vés ajouté à un quelconque recouvrement (y compris minimal) de 
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tout le tableau dans le cas de la variante b, n’est pas supérieur au 
nombre d'opérateurs dérivés qu'apporte avec elle la variante b, (ce 
cas se note b, < b;). Il est clair que si b, < b,, on peut éliminer la 
variante b, du tableau des variantes sans risquer de manquer de re- 
couvrement minimal. 

Il est facile de montrer qu’on a toujours b, < b, si les deux condi- 
tions suivantes sont vérifiées : 

1) L, < Li; 

2) (L: _ Ls) me à (B:NB:) Z 0 7) 

Dans ces expressions : 

L, et L, sont les longueurs des variantes b, et b, (le nombre d’opé- 
rateurs dérivés dans les variantes respectives) ; 

BP, et B., les ensembles d'opérateurs mis entre parenthèses dans 
les variantes b, et b, respectivement; 

B;\B,, la différence des ensembles PB, et B,; 

P (B;B,), la puissance de l’ensemble B, B.. 

En effet, supposons qu'on a déjà choisi dans les blocs Y,, ... 
er V'js V'jtis + + + ms Par un procédé quelconque, les varian- 
tes b,, . .., b;_, b;4,, . .., b,, d’un recouvrement minimal; soit 
B l’ensemble des opérateurs dérivés dans ces variantes. Il reste à 
choisir, pour ce recouvrement, une variante dans le bloc Y;. Si 
B; = B,ona le cas le plus favorable pour b; : en effet. b; ajoute dans 
ce cas au recouvrement choisi au plus autant d'opérateurs dérivés 
(exactement ZL; — P (B;,)) qu'à n'importe quel autre recouvrement. 
Alors la quantité (L; — Z,) — P (B,;B.) est la plus petite diffé- 
rence entre les nombres d'opérateurs dérivés apportés par les varian- 
tes b; et b, à un recouvrement quelconque du tableau des variantes, 
à condition que celles dans les autres blocs du tableau aient été 
choisies. Si la différence indiquée est non négative, la variante b, 
est autant bonne (sinon meilleure) que b; (b, < b;), si bien qu'on 
peut éliminer la variante b, du tableau des variantes sans risque de 
perte de recouvrement minimal. 

Il est évident que la relation b, < b, est une relation d'ordre par- 
tiel. Nous dirons aussi que b, et b; ne sont pas ordonnés si b, & b, 
et b,  b., et équivalents si b, < b, et b, < b,. 

A titre d'exemple, comparons quelques variantes qui provien- 
nent du tableau 7-6. 

a) b, et Ds : Lo = 6, La == 4, Los << La; 


(L3 — Le) — P (Bs XB:) = (7—6) — P ({14, 11, 10} {11, 10}) = 
= 1 — 1 — 0; 
ba ds. 


2) En toute rigueur, la première condition est une conséquence de lg 
seconde ; de ce fait, la condition 2) est suffisante. 


12% 
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b) b, et bg: Lo = 6, Le = 6, Lo = La; 
(La — L) — P (Be B:) = (6—6) — P ({27, 14, 10} {11, 10}) = 
= 0—2 = —2; 
be & Ds. 
Vérifions la réciproque: 
(Lo — Ls) — P (B:B3) = (6—6) — P ({11, 10} {27, 14, 10}) — 
= 0—1——1; 
bg & Da. 
Les variantes b, et b, ne sont pas comparables. 
c) b, et b,: La = 4, Lo = 4, La = Lo; 
(Lo — L3) — P (BB) = (4—4) — P ({30, 12}XKS) = 0 — 2 — 
— —2; 


ba & D 


Vérifions la réciproque: 


(La — Lg) — P (Ba Be) = (4—4) — P (GN{30, 12}) = 0 — 0 — 
"0: 


d) En comparant b., et b,6, on voit que ba < bo et Dos or: 
ce sont donc des variantes équivalentes. 

L’algorithme de simplification du tableau des variantes est 
immédiat. On compare entre elles les variantes de réalisation de 
chaque bloc Y ; (j = 1, ..., m) et on en retient seulement celles 
qui ne sont pas moins bonnes que les autres. S’il y a deux variantes 
équivalentes parmi celles qui restent, on peut s’en limiter à une 
seule. Après une telle réduction, il ne reste dans chaque bloc Y ; (j — 
—= 1; ., M) que des variantes non comparables. La réduction du 
tableau ve 6 conduit au tableau 7-7 dans lequel Ÿ, et Y, contiennent 
une variante chacun, tandis que Y, contient deux variantes: b,, 
et D... Or, si les opérateurs 27, 14 et 10 figuraient entre parenthèses 
dans la variante b,, du tableau 7-6, ils apparaissent dans le tableau 
7-7 sans parenthèses, car ils ne figurent en aucune variante pour 
Y, et Y:. En comparant b,, et b,, dans le tableau 7-7, on constate 
que b,, < bu: une nouvelle réduction conduit au tableau 7-8 qui 
contiendra une seule variante de sous-graphe de SGA, à savoir celle 
qui possède le plus petit nombre de sommets conditionnels. Le sous- 
nn co den à neuf sommets conditionnels est tracé sur la 

igure 7- 
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Tableau 7-7 Tableau 7-8 
Première condensation Recouvrement minimal 
de la table des variantes de la table des variantes 


Ainsi donc, la procédure de simplification doit être faite à plu- 
sieurs reprises. Si, après toutes les réductions possibles, il reste plus 
d'une variante dans un ou plusieurs blocs Y ; (j = 1, ..., m), on 
peut faire appel à la méthode de Petrick modifiée ou bien à une 


Fig. 7-7. Sous-graphe minimal équivalent au sous-graphe de la figure 7-3 


autre méthode quelconque applicable à la recherche d’un recouvrement 
minimal du tableau de Quine, vu que, après simplification, le nom- 
bre de termes à manipuler se trouve considérablement réduit. 

Pour le cas où le SGA serait incomplètement spécifié, nous intro: 
duirons la notion de recouvrement marqué incomplètement spécifié ; 
il sera constitué de cubes du type c°Z, où Z est le symbole d'indé- 
termination et c° le cube sur lequel le recouvrement en question est 
incomplètement spécifié. L’algorithme de recherche des sous-graphes 
équivalents reste le même, à ceci près que l'opération c'ŸY}, x c°Z 
donne un cube c?Y ,, où c? se définit comme précédemment, mais la 
coordonnée x suivant laquelle s'opère le recollement n'est pas sou- 
lignée (de même que dans le cas c'Ÿ, X c*Ÿ,). En supposant que, 
dans le SGA de la figure 7-3, tous les recouvrements D,, D, et D: 
sont incomplètement spécifiés sur le cube 10x | Z, la procédure de 
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minimisation nous conduit à un sous-graphe à sept sommets condi- 
tionnels. 

Il est à noter que si le SGA est incomplètement spécifié, l’algo- 
rithme ne garantit pas l'obtention d'une solution minimale. Par 
exemple, en minimisant le sous-graphe défini par les recouvrements 


00|3 dors 

41115 : ; 
D, = 101Z’ D, = c° (7-6) 

011|Z : 


nous obtenons le sous-graphe montré sur la figure 7-8, a. Le sous- 
graphe minimal correspondant à ce cas est donné sur la figure 7-8, b. 


Fig. 7-8. Sous-graphes réalisant les recouvrements (7-6): non minimal (a), mi- 
nima 


Dans des cas peu compliqués (comprenant jusqu'à cinq ou six 
conditions logiques), on peut se servir d’un tableau analogue à la 
table de Karnaugh dont les cases contiennent les opérateurs qui 
marquent les Ü-cubes correspondants. Pour les recouvrements D, D? 
et D’ (voir formules (7-5)) les tables de Karnaugh se présentent com- 
me suit : 


Lo ToTs 


00 01 11 10 00 01 11 10 
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et pour les recouvrements D et D° (voir formules (7-6)), comme suit : 


Lo Lo 
0 1 0 1 
0 Z 0! 3 | 5 
“al z | “al a | 5 
D! D: 


Les deux derniers tableaux permettent de voir que pour obtenir 
le sous-graphe minimal de la figure 7-8, b, on doit lever l’indétermi- 
nation sur D; à l’aide de D°, en remplaçant dans D} les cubes indé- 
terminés 10 | Z et 01 | Z par 10 | 4 et 01 | 5 respectivement. 

En minimisant un sous-graphe qui contient un sommet condition- 
nel à boucle (fig. 7-9), on introduit dans G, un opérateur fictif Y,, 


Fig. 7-9. Sous-graphe avec Fig. 7-10. Sous-graphe muni d'un 
sommet à boucle avant opérateur fictif Y,, 
la transformation j 


auquel on joint la sortie rebouclée du sommet en question (fig. 7-10). 
À part cela, l'algorithme reste inchangé ; cependant, s’il y a un opé- 
rateur dérivé Yo = z;YmYw (Ya = ZiYwY m), la sortie O (4) du 
sommet conditionnel en x; doit être reliée à l’entrée de celui-ci. Pour 
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le sous-graphe de la figure 7-10 on a 


11z 4 
z21115 1zz | 10,13 
00z!1 17116 zx 1z 11,17 
10z!1 z2101|7 z z1/|12,14 
Di=|11012, D=|3:0l8; Di=|zz0|15,16» 
le Ozxxz 9 0zzx 9 
æzOzli zæOzli 
01zlw 


D |z2x]18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25. 
Les opérateurs dérivés sont résumés dans le tableau 7-9. Choi- 
sissant la variante minimale dans le tableau 7-10, on obtient le 
Tableau 7-9 
Opérateurs dérivés 


& 
5 
6 
7 
8 
9 
0 
1 


oO à & ND NN Co © 
Ir hrRÇ BE N 
= © À © I O 
R OR Om © De 


> m> 


1 
1 


b bs 


9 6) 15 16 15 16 g & 
6 7 5) 5) 6 6 4 
8 7 8 9 9 

g 7 8 


sous-graphe minimal de la figure 7-11. Il est intéressant de noter 
que les sommets à boucle des figures 7-9 et 7-11 contiennent des 
conditions logiques différentes. 


0 cc 
1 
b 
Fig. 7-11.  Sous-graphe Fig. 7-12. Analogie entre un som- 
minimal avec un sommet met conditionnel (a) et un contact 
à boucle de commutation (b) 
a) b) 
s —#, 
T3 T, Ts 
T5 . : 
E; Ty f2 


Fig. 7-13. Circuit à contacts de commutation: avant la minimisation (a), après 
a minimisation (b) 
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Bien qu’adaptés à la minimisation des schémas-graphes, les 
algorithmes décrits ci-dessus peuvent être utilisés tels quels, à la 


D] 


minimisation des circuits à relais ayant une structure d'arbre: ce 


a) 


TL T2 _.rT3 of 


Tz . 4 

o _ ef, 
T2 T' 
E 

x fs 

_ 1 

T2 
NA — 


Fig. 7-14. Arbre à relais partiel: avant la 
minimisation (a), après la minimisation (b) 


sont des circuits à contacts 
de commutation à sorties 
multiples dont les fonc- 
tions de sortie forment des 
ensembles de valeurs dis- 
joints. La figure 7-12 mon- 
tre que d’un point de vue 
fonctionnel, un sommet 
conditionnel et un relais 
de commutation sont iden- 
tiques. Elle permet de voir 
que les méthodes de mini- 
misation des fonctions bo- 
oléennes dans la classe des 
formes normales disjoncti- 
ves ne conviennent pas à 
la minimisation des arbres 
à relais. La figure 7-13 
donne un exemple de cir- 
cuit à relais à six sorties 
avant et après la minimisa- 


tion. Les pôles d'entrée Æ,, F,, E, jouent le rôle d'opérateurs de dé- 


part de sous-graphe ; les fonctions j;, . 
G, d'opérateurs primaires. 


.., fe constituent l’ensemble 


La minimisation des arbres à relais partiels est analogue à celle 
des sous-graphes présentant des sommets conditionnels à boucle. On 
voit sur la figure 7-14, a un arbre à relais partiel non minimal (cet 
exemple est tiré de [45]). Le recouvrement marqué initial est 


011 
010 
101 
001! 
zO0O0 
11z 
4z0 


6 & 5 à oo D = 


En appliquant l'algorithme exposé ci-dessus, on aboutit au cir- 


cuit minimal de la figure 7-14, b. 


7-2] MINIMISATION DES SCHÉMAS OPÉRATORIELS 487 


7-2. Utilisation de la distribution des décalages 
pour la minimisation des schémas opératoriels d’algorithmes 


En analysant le travail concret d’un système séquentiel dont le 
fonctionnement est défini par le schéma-graphe d’algorithme, il 
est bien souvent possible de relever les conditions logiques qui chan- 
gent (ou restent inchangées) pendant l'exécution de tel ou tel opé- 
rateur. Par exemple, si un ordinateur exécute à chaque instant au 
plus une instruction, c’est-à-dire s’il n’y a pas de parallélisme local 
[40], le code de l'instruction inscrit dans le registre des instructions 
y reste inchangé jusqu’à l’arrivée d’une nouvelle instruction. 

Associons à chaque opérateur Y,; (t = 0,1,..., T+1; Y,et 
Yr+, sont l'opérateur initial et l'opérateur final) d’un SGA ou 
SMA un sous-ensemble B; de conditions logiques dont les éléments 
peuvent changer pendant l'exécution de l'opérateur Ÿ,;: on a alors 
ce qu'on appelle une distribution des décalages. C’est une information 
complémentaire sur la logique du système qui vient compléter celle 
fournie par le SGA ou le SMA ; on peut la mettre à profit pour sim- 
plifier le SGA (SMA). 

Si à chaque opérateur Y , est associé l’ensemble complet des con- 
ditions logiques (BP; = X —=4{z:, ..., x-}), on dit que la distri- 
bution des décalages est universelle. Au contraire, si l’onaB; = @ 
pour tout £ = 0, 1, ..., T + 1 (aucune condition logique ne chan- 
ge pendant l'exécution des opérateurs), on dit que la distribution 
des décalages est vide. 


Tableau 7-11 
SMA M avant une minimisation par distribution des décalages 
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Soit donnée pour le SMA M (tableau 7-11) une distribution des 
décalages (l'exemple est tiré de [15]): 


Vos Bi = {is Lo, Las La, 
Yi Bi = {rs Ts, Ta}, 
Ye B: = ©, 

Ys— B3 = {xs}, 

Va bi = Li Ls,:ts}, 
Y,— Bi = {ru x}, 


Y'in Bin 7 {Zu Los Lg Ta}. 


En regardant bien la colonne Y,, nous remarquons que l’opéra- 
teur Ÿ, ne devient exécutable qu'après les opérateurs Ÿ,, Y’, ou 3, 
mais toujours avec x, = 0, car la variable x, n'intervient dans la 
colonne Y, que complémentée. Examinons la distribution des déca- 
lages pour Ÿ,: nous voyons que x, é B;,, c'est-à-dire que x, reste 
inchangée pendant l'exécution de Y,, donc reste nulle après l’exé- 
cution de Ÿ,. On peut donc mettre 0 à la place de x, dans la ligne 
Y,. Examinons sous ce point de vue toutes les autres colonnes et 
faisons les changements dans les lignes ŸY 3 (x, = 1), Y 4 (x4 = 1) et 
Y 5 (ts = 1): nous obtenons alors le SMA M” (tableau 7-12) miai- 
misé suivant le critère de la distribution des décalages. 


Tableau 7-12 


SMA M' après la minimisation du SMA M 
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La procédure décrite se prête facilement à une formalisation. On 
trouve dans [15] un algorithme facile qui permet d'utiliser la distri- 
bution des décalages pour la minimisation des SMA. Il consiste à 
chercher, pour chaque colonne ŸY}, (t = 1, ..., T + 1) du schéma 
matriciel, une fonction fr, égale à la disjonction des fonctions de 


transition qui figurent dans la colonne donnée: 
T 
fr= Van 
Dans le SMA M du tableau 7-11 on a 


fr,= Ti fra = % (ti V 22), 
fr: = 1, frs = T2 (2 V xs V Ti), 


fra Zi frpin = 4 VTrVa. 


Parmi les fy, (—1, ..., T +1), on cherche des fonctions 
particulières réduites par rapport aux variables zx;,, ..., tirCÀ, 
c'est-à-dire des fonctions qui se laissent mettre sous la forme 

€ ER yr / < , Le 
Lis sc. TR f —=Py,f, Où f ne dépend pas de zx, ..., tin (e;r € 
€E{0, 1}; zh, air =tir; r=1, ..., R). Eliminant de y, les 
conditions logiques qui interviennent dans la distribution des 
décalages de l'opérateur Y,, on obtient les fonctions qÿ,. De toute 


re . ER CR 
évidence, si Pÿ,=zai -.. trio (nt ss Dole jee, Tin 
on peut, dans les expressions &;,, (p=—1, ..., T +1) de la ligne 


Y:, donner à la variable x,, la valeur 1 si e,,—1, et la valeur 
0 si ex3 —0 (g—1, ..., Q). 
Utilisant la distribution des décalages, on tire directement du 


tableau 7-11 les fonctions suivantes : pŸ, = 21, PYa = Ti, PY, — La, 
pŸ, = 2°. En donnant la valeur 0 à x, dans la ligne Y;, la valeur 1 
à x, dans la ligne Y ;, la valeur 1 à x, dans la ligne Y, et la valeur 1 
à x, dans la ligne Ÿ;, on obtient le SMA M tel qu'il figure dans le 
tableau 7-12. 

Dans le SMA M, la fonction fy, = 1 n’est pas une fonction par- 
ticulière réduite; elle ne peut donc pas être utilisée telle pour la 
minimisation du SMA. Or, le tableau 7-12 permet de voir que Ÿ 
devient exécutable après Y,, quelles que soient les conditions logi- 
ques. On a d’autre part @ÿ, = x:, c’est-à-dire que la variable x, 
prend la valeur 1 avant l’exécution de Ÿ, et conserve cette valeur 
immédiatement après. Portons donc &;, = x, au lieu de &;, = 1 
dans la ligne Y,: il vient qÿ, = x. Donnons ensuite la valeur 1 à 
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Tableau 7-13 
SMA M" après une nouvelle minimisation du SMA M 
M" Y; 


Y2 Y3 


Ys Ytin 


z, dans la ligne Y,: il vient «;, — 1 comme précédemment. Le 
SMA se présente sous sa forme définitive M” donnée par le tableau 
7-13. On remarque que ce dernier ne comporte pas la colonne Y, 
et la ligne Ÿ,, car tous les @&,, (j = 0, 1, ..., 5) sont nuls. 


7-3. Minimisation du schéma-graphe d’algorithme 
par réduction des sommets opératoriels 


La minimisation d’un SGA complètement spécifié peut ètre effec- 
tuée par une méthode analogue à celle qui est proposée dans [21] 
pour la minimisation des microprogrammes *). Soit un SGA (fig. 7-15) 
muni d’un sommet initial, d'un sommet final, de dix sommets opé- 
ratoriels et de six sommets conditionnels. Nous allons considérer 
que ce schéma-graphe traduit un automate de Moore dont les états 
sont identifiés aux sommets initial, final et opératoriels du graphe 
et dont la fonction des transitions est définie de la façon proposée 
dans le $ 8-2 pour la synthèse d’un automate de Moore micropro- 
grammé d’après son SGA. Comme signal de sortie, nous prendrons 
l'opérateur inscrit dans le sommet qui correspond à l'état considéré, 
en précisant que le passage à l’état initial a, est accompagné par le 
signal de sortie Y ,, et le passage à l’état final a;,,, par le signal Y;5n. 


*) Pour bien assimiler le matériel du présent paragraphe, la lecture du 
$ 8-2 est indispensable. 
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La table directe des transitions de l’automate de Moore micropro- 
grammé est donnée dans le tableau 7-14. Puisque le SGA minimisé 
doit posséder un sommet initial et un sommet final, nous ferons du 
sommet final du SGA de départ un état indépendant. Puisque aucun 
chemin ne part du sommet final du SGA, on ne peut passer de l’état 
afin de l’automate de Moore à aucun autre état ; autrement dit, une 


CRE 


D ue 


dy; 


dsl _W | 
= 


Fig. 7-15. Un SGA avant la Roses suivant le nombre de sommets opéra- 
toriels 


fois mis dans l'état an, l’automate y reste quel que soit le signal 
d'entrée. Ce cas est résumé par la dernière ligne du tableau 7-14. 

La minimisation de l’automate consiste à faire des partitions 
successives de l'ensemble de ses états internes en classes d'états 
0-, 1-, . .., p-, (p + 1)-équivalents, jusqu’à ce que deux parti- 
tions consécutives soient identiques. Pour l’automate décrit dans le 
tableau 7-14 on a 


Ho =; 2-5-9, 3-6, 4.7-8, 10, 11, fin = {A À À 9, À 3 À; À 5 A5} 


(voir tableau 7-15). 
Du tableau 7-15 on déduit 


na = 1, 2:5.9, 3.6, 4.7.8, 10, 11, fin; no = x 
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Tableau 7-14 


Automate de Moore correspondant au SGA 
de la figure 7-15 


Etat ne de | Btat de transition Signal d’entrée 


ag (Y1) 


a10 (Y4) 


afin (Ytin) 
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Tableau 7-15 


Partition 7% 


Ciasse d'équiva- Etat initial (et 


lence signal de sortie) Classe de transition Signal d'entrée 
45 | a1 (Yo) | À; | 1 
a2 (Yi) | À; | Z 
A3 T: 
a5 (Y1) À; LoT] 
A; A3 Tai 
À; ToT] 
As To 
ap (Ÿ1) À; | Z 
A 
as (T2) | À: | { 
A; | 
ag (Ÿ2) | À] | 1 
da (Y 3) À, | Ta 
À, : 
À; Z4 
ag (Y 3) | A | . 
À, : 
À, | 10 (Ÿ 4) | À | 1 
À; | ay1 (Ÿ5) | À; | 1 
À | afin (Yfin) | À | 1 


13—0723 
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La suite des partitions est terminée. Choisissant un état dans 
chaque classe de x,, on obtient la table des transitions de l’automate 
de Moore minimal défini dans le tableau 7-16. I] s’agit maintenant 

Tableau 7-16 


Automate de Moore minimal 


Etat initial (et : Signal 
signal de sortie) Etat de transition d'entrée 
ay (Yo) | do | : 
ao (Yi) %3 71 

da T] 
a3 (Y°2) | ao 1 
aa (Y 5) | do | Ta 
Ai T4 
a10 (Yi) afin | | 
ay1 (Ÿ 5) | afin | 1 
afin (Yfin) | afin | 1 


% 


de passer de cette table à un schéma-graphe équivalent au schéma- 
graphe initial mais possédant un sommet initial, un sommet final 
et cinq sommets opératoriels. A cet effet, en procédant comme dans 
le $ 7-1, on partitionne le SGA futur en sous-graphes (fig. 7-16) *). 
Conformément au nombre de sous-graphes, on obtient quatre 
sous-systèmes de formules de transition: 
Yo Yu Yo Yi; 
Yi CHENENT , 
Yan, VaiYs ; 
Y, —+ Y'rins Ye —+ Y'tin: 


| : 
À (1-1) 
| 
J 


*) On pourrait passer du tableau 7-16 de façon triviale à un SMA, puis du 
SMA au SGA ; on peut aussi le faire directement à l’aide du tableau 7-16. 
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Ensuite, si nous voulons minimiser aussi les sommets condition- 
nels des sous-graphes obtenus, nous devons appliquer la méthode 
de minimisation décrite dans le $ 7-1 ou bien chercher (par examen 
complet) un système de formules de transition parenthétisées proche 


Ÿ, —— }, 
5 


4 —————>% Yfin 


D 


Fig. 7-16. Décomposition Fig. 7-17. SGA mini- 
conduisant au SGA ayant misé suivant le nombre 
le plus petit nombre de de sommets opératoriels 


sommets opératoriels 


d’un système minimal. Le système (7-7) est déjà un système deffor- 
mules parenthétisées ; c’est aussi un système minimal, on le voit en 
examinant les expressions dégagées. Le schéma-graphe d’algorithme 
tracé d’après le système (7-7) est donné sur la figure 7-17. 


7-4. Fusionnement des schémas-graphes d’algorithmes 


En donnant la description de l'algorithme de fonctionnement 
d'un système complexe, il y a souvent intérêt à construire plusieurs 
SGA partiels dont chacun définit une partie du comportement 
général du système. Par exemple, quand il s’agit de l’unité de com- 
mande d'un ordinateur, la solution la plus facile consiste à tracer 
un schéma-graphe pour chaque opération. Ces schémas-graphes 
auront évidemment certains sommets opératoriels et conditionnels 
en commun; si l’on réalise un automate de commande séparé pour 
chaque SGA, on a très peu de chances d'aboutir à un résultat opti- 
mal. On a donc à résoudre le problème du fusionnement des SGA 
partiels en un schéma-graphe unique, ce qui permettra en fin de 


13* 
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compte de minimiser le nombre de sommets opératoriels et condi- 
tionnels. 

Soient des SGA [;,, ..., T, qui peuvent présenter certains 
opérateurs communs, sans qu'un opérateur se nee à l’intérieur 
d'un même SGA. A chaque SGA LT, (g = 1, ..., Q) nous ferons 
correspondre sa propre collection ( RER se) de valeurs des 
variables p,, . .., pA (chaque collection étant différente des autres), 


OÙ en € (0, 1}, N > Ilog, QI, mé Û Xo (Xa4 est l’ensemble des 
= 1 


q 
conditions logiques du SGA F,), n = 1, , N. Ici al désigne 
comme précédemment le plus petit entier supérieur à a ou, si ce 
dernier cst lui- oo un entier, égal à a. Nous dirons que la Con- 


jonction P, = À Pa ‘an est déterminante [15] pour le SGA T,. Le 


problème du lionnement des SGA F;,, ..., FA revient à cons- 
truire un SGA l' qui présente les deux propriétés suivantes : 

1) tout opérateur Y, figurant dans l’un au moins des SGA par- 
tiels l, intervient obligatoirement, mais une fois tout au plus, dans 
le SGA T'; 

2) en portant dans le SGA Tune collection de valeurs (e,1, . .. 
..., an) Sur laquelle P, = 1, le SGA F se transforme en un SGA 
équivalent au SGA partiel le (voir [38]). 

L'exposé de l’algorithme sera illustré sur l'exemple de fusionne- 
ment des trois sous-graphes l',, F,, l,; montrés sur la figure 7-18. 
La construction du graphe fusionné se fait par étapes: 

1. Pour chaque SGA T, construire un SMA correspondant M. 
Dans notre exemple ce seront les SMA M,, M, et Ms (voir ta 
bleaux 7-17, 7-18 et 7-19). 

2. Coder chaque SMA M, avec un vecteur (e91, : . :; €gn) 
Eqn € {0, 1}. La question du codage des SMA partiels sera discutée 
en fin du paragraphe, après avoir étudié l'algorithme de fusionne- 
ment, de manière à mieux cerner l'influence des codes choisis sur 
la complexité du SGA. 

Nous coderons les SMA M,, M, et M; comme suit: 


Æ (M) = (00), Æ (M:) = (11), Æ (M3) = (01). 
3. À chaque SMA M, îaire correspondre une conjonction P, = 
= pif... pin, Où (egrs + : +; €gn) est le code du SMA M,;; 
Ph = Pnr Ph = Pn. Dans notre exemple 


P; = Pipe, Pa = PiPa P3 = PiPo- 


4. Construire le SMA fusionné M dont les lignes et les colonnes 
correspondent à tous les opérateurs qui figurent dans l'union des 
ensembles d'opérateurs des SMA M;,..., Mo. Comme précé- 
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Fig. 7-18. Trois schémas-graphes F,, l, et l',; à fusionner 
Tableau 7-17 
SMA M; 


Ytin 


a 


Tata 
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Tableau 7-18 


Tableau :-19 


SMA M; 
| y; | Y, | Y. Y, | Y- | Yiiu | 

IESNBESES 
“| sl | | 

“| | | | +): 

| | | | + +1 

: ta) | | 

# | | | 1 | |: 
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demment, aucune ligne n'y est réservée à l'opérateur final Yi 
et aucune colonne à l'opérateur initial Y,. Chaque élément «;; 


Q 
du SMA M est égal à \V aÿP,, où «;; est l'élément du SMA M, 
=1 


Q—= 
qui se trouve à l'intersection de la ligne Y ; et de la colonne Y 

Le SMA fusionné À] construit à partir des SMA M,, M, et M; 
est donné dans le tableau 7-20. 

Puisque la conjonction P, (q = 1, ..., Q) est égale à 1 toutes 
les fois que le SMA A se comporte comme le SMA M,, aucun opé- 
rateur ne change les valeurs des variables p,, ..., Pn (la distribu- 
tion des décalages par rapport à ces variables est vide), si bien qu'on 
a la possibilité de simplifier le SMA M. Par exemple, la transition 
vers l'opérateur Y, (colonne Y,; du tableau 7- 20) s'opère toujours 


AVEC Pr = Po — O (FY, — Pipe), Ceci nous permet de remplacer, 
dans la ligne Y,, les variables p, et p, par p, = p2 = 0. D'une 
façon analogue, on peut mettre p, — p, — 0 dans la ligne Ÿ,, 
pe = 1 dans la ligne Ÿ’,, p, = p, — 1 dans la ligne ÿ,: on obtient 
un SMA M” minimisé à l’aide de la distribution des décalages (tab- 
leau 7-21). 

Pour passer du SMA A1” au SGA fusionné F', on doit partager le 
SMA M" en sous-matrices et appliquer la méthode de construction 
du SGA minimal proposée dans le $ 7-1, ou bien chercher (par exa- 
men complet) un système de formules de transition parenthétisées 
proche d’un système minimal pour chacune des sous-matrices. Dans 
le premier cas comme dans le second, on doit tenir compte des indé- 
terminations de deux types qui apparaissent quand on réunit les 
SGA partiels: 

1. Si le nombre Q des SGA à fusionner est inférieur à 2N, c'est- 
à-dire s’il y a des collections de valeurs des variables p;,, . .., pnw 
qui n'ont pas été utilisées pour le codage des SMA M,, ..., Mo, 
toutes les formules de transition (ou les recouvrements marqués 
des formules de transition) sont non définies sur les collections de 


valeurs des variables p,, . .., pu, 2x1, ..., xr qui admettent comme 
recouvrement les cubes e,, . .. esnT . .. x, OÙ es . . . esn est 
la collection non utilisée de valeurs des variables p;, ..., px. 


Dans l'exemple considéré on n'utilise pas la collection p,, p, égale 
à 10: cela revient à dire que toutes les formules de transition sont 
non définies sur le cube {0x ... x. 

2. Si un opérateur Ÿ, n'intervient pas dans un SMA M,, la 
formule de transition pour Ÿ, (recouvrement marqué de Y;) n "est 
pas définie sur les collections de valeurs des variables qui admettent 
comme recouvrement le cube ex . . . ent : . - Z, OÙ Eu - + : €q 
est le code du SMA M,. Dans notre exemple Y; est absent dans M, o 
et M3, aussi la formule de transition pour Ÿ , est-elle non définie sur 
les cubes 14x ... x et Ox . .. x. Tout pareillement, la fonction 
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me T | [ii | | | | Fr 
TT 
tdïd | Le 
td'd 
—————_—_—Ù -' ————….…—_—_—_———_—_—_—_—————— 
cel | | | | | | | | 4 
se] I | | | | [x 
+ 
Fxèdtd 
| ouie FxEd1d rx 
extxedid 
a 
gxedïd 
Qxedl 
de oxex24Td ee ee 
Sxedld AS Sxæxtdtd 
Exedid 
A 
Sxtdtd 
WQ Jxed] 
Sxed1d 9xExTdTd Es 2x 
Sxèdid Tia 9xexedTd 
Exèdid 
cxtadtd 
cxedid TX 
txedid 
SxIxedtd Txzdld 
LxedTd É- Sxexixcdid a Ixexedid 04 
IxIxexedtd et 9xExIx&dTd cdi 
£xIxedid De 
ux 8x Lx 2x 9x Fx EX 8x T4 


K quuolsn; VNS 
06-4 nD31Q0/J 
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Fxèdid 
txtrxèdid 


£Extrxedid 


9xtxedid €X 
Sx2d1d Es Sxextdld 
sxedid 


ps 9xtxtdld 8 X 
9xedid ee Sxexèdid 


Sxèdid 
Sxdid Sxd Td 


Sxedid Sxedid 


&xtdid T4 
txedid 


8xedid 


Cxixtdtid dre 
ee “ * 
cIx T je = 
; Grxixiexèdid _— 9xExIxzd1d * ei 
i Sxlxédid : ds 


S9H8[829P S9p uol}nqu)SIp 184 9SIWIUIU , VNS 
[8-4 n09]Q0,I 


202 TRANSFORMATION DES SCHÉMAS OPÉRATORIELS [CH. VII 


Tableau 7-22 


Sous-matrice M, 


D p PiPitits _ 
1Pet1 — — — 
ue LyTaL — — P1Potetits 
Yo P1P2T5t: nr P1P2%1Ta3t6 Die P1PoT; 
Fi Tite P1PoTrT1Ts 1PoT1T5 
P1P2T1 _ — 
P1P2T1t5 
P1PoTs 
P1Pot3te PiPotste P1P2T5 
P1Pets P1P2ts 
P1Pets 
P1PoT3 
P1P 2T3T6 P1PoTaTe P1P2®5 
P1Pot5 P1P2%5 
P1P2t5 
Tableau 7-23 Tableau 7-24 
Sous-matrice M; Sous-matrice M; 
PaPoTaTs 
Ya P1P2Ta P1P2lat3 
P1P2T4 


de transition est non définie pour Ÿ, sur les cubes 11x . .. x et 
Oz . .. x, pour Ÿ, sur OÙx ... x et pour Ÿ, sur OÙx ... x et 
Olx . .. x. 


Les sous-matrices obtenues par partition du SGA M” sont don- 
nées dans les tableaux 7-22, 7-23, 7-24 et 7-25. 
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En construisant pour les sous-matrices M;, M;, M; et M, les 
sous-graphes correspondants lt, l?, [° et l'*et en opérant leur fusion- 
nement suivant les sommets opératoriels pré- 
décesseurs et successeurs identiques, on obtient Tableau 7-25 
le SGA fusionné [ montré sur la figure 7-19.  Sous-matrice M; 
Ce SGA est construit par les méthodes décrites 
dans le $ 7-1. On pourrait obtenir le même 
résultat en explicitant les formules de transition 
à partir des sous-matrices, en les spécifiant sur 
les collections non utilisées de valeurs des varia- 
bles, puis en minimisant les formules de tran- 
sition et en écrivant le système de formules 
parenthétisées. Il n'existe malheureusement 
aucun alsorithme qui puisse garantir l'obtention 
d’une solution proche de la solution minimale 
à la suite de ces transformations des formules 
de transition. Les difficultés les plus considé- 
rables apparaissent quand les formules de tran- 
sition sont incomplètement spécifiées : pour obte- 
nir une bonne solution dans ces conditions, il faut une certaine expé- 
rience et des essais réitérés. Par exemple, pour aboutir au schéma- 
graphe T° de la figure 7-19, on doit définir complètement les for- 
mules de transition à l’aide des expressions mises entre crochets, 
puis les transformer en un système de formules parenthétisées de la 
façon suivante: 


Yo —+ (PiPat: V PiPatrt V PiPat V [PiP2%rT]) YiV 
V (D PatiTs V PiPatiT st V PiPatrtits V P 1PatiTs V 
V [PiPrtiT sr V PiPatiT tt) YaV (PaPaTiT3Te V 
V [PaPaTaiTst6tr]) YsV (PiPatrT Ts V P1PaTiTs) VV 
V (PaP2t7 V [P1P2%1]) V8 = pr (ar 8 V 
V 7 (x (Pa (25 Y 3 V 25 Y 4 V Pa (&s (teY 5 V x6Y ;) VZsYi)) VziYi)) V 
V Pa (ri (Pa (ts Ya V 25 Y à) V Pa (te (meY 5 V &6Ÿ 4) V' 38 Y à)) Væa Yi) ; 
Ye=Ys —+ (PiP2ts V PiPaTate V PiPats V PiP2Ts V 
V [PiPat ste V PAPats]) Fev (PiPat ste V 
V [PiPat sel) V5 V (P1P2T5 V PiPas) Y7= 
= P2(25Ÿ 3 V25Ÿ 4) V Pa(ts (te Ÿ 5 V 6 Y 4) VE Y 4) : 
Vi — (PaPate V PiP2%a V P1P2%2 V [PiPatol) V2 %2Ÿ 2; 
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Yi — (PaPatiTs V PaPot V Dipati V [PaPatiT al) Y3V (PiPetiTa \V 
VIPiPatitsl) Ye = 4 (P2Y 3 V Pa (ts Y 6 V Z3Ÿ 3)) ; 


Vs — Xi tin ; 
Ye > Y'fin ; 


Y3— PiY tin V PaY tin = Ytin ; 
Ye — Y'tin- 
Il est évident que, dans ces expressions, aux mêmes formules 


partielles (on les a mis en relief parmi les expressions ci-dessus) 
correspondent les mêmes sous-graphes du schéma-graphe fusionné. 


Fig. 7-19. Le SGA T obtenu par fusionnement des schémas-graphes l,, l,, l; 


En reprenant notre exemple, montrons que le problème de fusion- 
nement des schémas-graphes se laisse diviser en plusieurs sous- 
problèmes de moindre dimension. À cet effet, faisons les partitions 
des SMA initiaux M,, M;,, M3 (fig. 7-20) en sous-matrices M,,, 
Mis, Miss Mia (partition de M;), Moss Moos Mos;s Ma (partition 

M2), Ma. Me, Mas, M3sa (partition de M2). Sur l’ensemble de 
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(2) SW 


(a) 


ëyy ‘(v) TH VNS S9p uornisodwo9(I ‘07-L ‘BU 
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sous-matrices ainsi constitué, introduisons la relation de recolle- 
ment en disant que deux sous-matrices M, et M, peuvent être recol- 
lées, MioM,, si ((4:N A4) Æ ©) V (B: NB: Æ D) = 1, où 
A; (B;) et À, (B;) sont les ensembles des opérateurs prédécesseurs 
(successeurs) des sous-matrices M, et M, respectivement. Il est 
évident que cette relation est réflexive et symétrique mais n’est 


pas transitive. Donnons à cette relation la forme d’un graphe dont 
les sommets correspondront aux sous-matrices; toutes les fois que 


Ms M2 Mo Ma 
«| Ma {| M3 {| Ma «| 
M1 M2 M33 M34 


Fir. 7-21. Graphe de la relationŸde recollement de sous-matrices 


M;° M, les sommets M, et M. seront reliés par une arête (fig. 7-21). 
Pour avoir l’ensemble de toutes les sous-matrices susceptibles d’être 
recollées, on doit évidemment chercher toutes les composantes con- 
nexes du graphe. Les matrices appartenant à une même composante 
sont à recoller. Le graphe de la figure 7-21 présente quatre compo- 
santes; on a donc à résoudre quatre problèmes partiels distincts, 
beaucoup plus faciles, qui consistent à chercher les possibilités 
de fusionnement des sous-matrices suivantes: 


M: M 1; M 31 , 
Mo; M 39, M 39 ; 
Mis, Mois, Miss; 
Ma; M 2a; M 34° 


Après avoir effectué le recollement et mis à profit la distribu- 
tion des décalages, nous aboutissons directement aux sous-matrices 
M, M,, M;, M, (tableaux 7-22 à 7-25), sans passer par le SMA 
fusionné M. 

Revenons au problème du codage des SMA partiels M,, . .. 
..., Mo. De toute évidence, si l’on veut minimiser le nombre de 
sommets conditionnels marqués par des variables p, (n = 1, ... 
..., W), on a intérêt à coder par des codes adjacents les SMA qui 
présentent le plus grand nombre d'éléments identiques. On doit en 
outre tenir compte de la complexité des éléments considérés. Pour 
pouvoir faire la comparaison, attribuons aux éléments de SMA 
a;; des poids égaux au nombre des lettres de la fonction «&;;; ils 
seront notés b (a«;;). Par exemple, dans le SMA M, on a b (@&o1) = 1, 
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b (&oa) = 5, bd (a&égtin) = 1. Quand «;; = 1, on admet qu'elle est 
de poids 1. Pour chaque couple de SMA W,, M, (q, r = 1, ... 
..., Q; a Ær), calculons la somme des poids des éléments identi- 
ques &;; qui appartiennent à l'intersection de Ÿ; et Ÿ ; dans les deux 
SMA M ,, M, (ces sommes se notent B,,). Dans notre exemple B;,, — 
= 1, B;3 = 2, B,3 — 1. Si un opérateur Ÿ, ne figure que dans W, 
ou dans M,, nous calculerons le poids total de tous les éléments 
non nuls de la ligne Ÿ ; et nous ajouterons ce poids à B,,: la somme 
obtenue, notée C,,, sera appelée poids du couple (W,, M,). Dans 
notre exempleC, = 1+4=5,C;; =2+3=5,Co3 = 7 + 1— 
= 0; 

Il convient de coder par des codes adjacents en premier lieu les 
couples de SMA de poids maximal. Nous avons codé les SMA W,, 
M, et M; comme suit : À (M,) = 00, K (M.) = 11, À (M3) = 01. 

Si l’on codait les SMA M, et M; par des codes non adjacents (en 
faisant par exemple ÆÀ (M,) = 01, K (M) = 11, K (M3) — 00), 
le SGA fusionné aurait deux sommets conditionnels de plus. On 
s’en assure en examinant les formules de transition parenthétisées 
établies pour les opérateurs Ÿ, et Y,: 


Y2— PiPaTsY à V PiPaT ste Y à V PiPatsteY 5V PiPats Ya V PiPatsY 3 V 
V PiPaTsY à V PaP2%sY V [PaPatsY V PaPatsŸ 1] = 
— P2 PACA V TRY à VaesYs)) V Pas Ya VaxsŸ3)) VP2 (2 Ys Vas Ya) ; 
us PiPaTaT 3 3 V PaPatuTsY 6 VP:PotiY 3V PaPatiY 3 V [PiPati Y 3] —= 
— TL, (P4 (P2 (ZsY 3 VasŸe) V P2Y 3) VP1Y 3). 


En établissant les formules de transition parenthétisées, il nous 
a fallu tenir compte de leur indétermination du fait que le code 10 
n’a pas été utilisé pour le codage des schémas matriciels. 


CHAPITRE 8 


SYNTHÈSE DES AUTOMATES MICROPROGRAMMEÉES 
D'APRÈS LE SCHÉMA-GRAPHE D’ALGORITHME 


8-1. Synthèse d’un automate microprogrammé de Mealy 


Par automate microprogrammé on entend un automate fini qui 
réalise le microprogramme de fonctionnement d’un système séquen- 
tiel [22, 38, 5]. La synthèse d’un automate microprogrammé d’après 
le schéma-graphe d’algorithme [5] s'effectue en deux temps: 

1. Construction du SGA marqué. 

2. Construction du graphe de l’automate. 

La première étape consiste à attribuer des symboles a,, a», . .., 
aux entrées des sommets qui suivent les sommets opératoriels. 
L'attribution s'opère conformément aux règles ci-après: 

a) le symbole a, est attribué à l’entrée du sommet qui suit le 
sommet initial, ainsi qu'à l'entrée du sommet final; 

b) les entrées de tous les sommets qui suivent les sommets opé- 
ratoriels doivent être marquées; 

c) chaque entrée à marquer se voit attribuer un symbole et un 
seul ; 

d) les entrées des différents sommets (à l'exception du sommet 
final) sont à marquer par des symboles différents. 

Il est clair que le marquage nécessite un nombre fini de symboles- 
marques. Supposons, pour fixer les idées, que les entrées des som- 
mets du schéma-graphe ont été marquées par les symboles a;, ... 

., Am. La première étape de la synthèse se termine par l’établis- 
sement d'un SGA marqué qui sert de base pour la deuxième étape: 
le tracé du graphe de l’automate. 

Appliquée au schéma-graphe d’algorithme de la figure 6-4, la 
première partie de cette procédure donne le SGA marqué que l’on 
voit sur la figure 8-1. 

Allant d’une marque a,, à une autre a, dans le sens d'orientation 
des arcs du SGA et inscrivant le contenu des sommets traversés, 
nous obtiendrons pour chaque chemin parcouru un mot dans l’alpha- 
bet 


et Ex, 
{x! 3 ... TL , Y;, ... Yr}, 
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1 chaque fois qu’on quitte le sommet conditionnel 
par sa sortie 1, 

0 chaque fois qu’on quitte le sommet conditionnel 
par sa sortie 0; 


€ —= 


== 1 PRE Le 
=D Lin, Lt, -.., LE: 


Pour souligner que le mot obtenu correspond au chemin de a, 
à as, nous encadrerons ce mot par a» et &.. 


4 

1 
MC He — <> 
Û: 


Qs 


dy 
Fin 
Fig. 8-1. SGA marqué utilisé pour la synthèse d'un automate de Mealy 


Nous considérerons dans le texte qui suit des mots du type 
ant, .….. pou Vids (Gms @s € {Aus + + à Gm}) (8-1) 
ou 
DR aa ot (GR É (as sc) (8-2) 


Les chemins qui correspondent à ces mots sur le schéma-graphe 
seront appelés chemins de transition. Parmi les chemins du type (8-1), 


14—0723 
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on rencontre parfois le cas où R = 0: 
AmY :@s- (8-3) 


Ainsi donc, un chemin du type (8-1) est un chemin sur le SGA 
qui va d’une marque a, à une autre a, (avec peut-être 4m = &s) 
et qui contient exactement un sommet opératoriel. Un chemin du 
type (8-2) est un chemin qui va d’une marque a, à la marque a; 

(Am = &) et qui ne contient 
que des sommets condition- 
nels. 
A chaque chemin (ou mot} 
du type (8-1) ou (8-2) on peut 
Xam,as) ASSocier une conjonction 


Nous désignerons brièvement 
ces chemins 


AmX (am As) X Ÿ (Am Gs) Gs 


Fig. 8-2. Représentation conventionnelle et AmX (Am» 1) Au 

des chemins de transition de am à a,: de 

un chemin unique (a), un ensemble de 4 OU Y (am, 45) = Y+. ; 
chemins (6) On peut représenter sché- 


matiquement le chemin de 

transition de a» à a, de la 

façon indiquée sur la figure 8-2, a, où la ligne ondulée correspond 

au chemin traversant des sommets conditionnels. 

Il y a des cas où l’on peut arriver de a, en a, par plusieurs che- 
mins différents du type amX}» (4m; @s) Y (am: &s) @s (h = 1, 

, H) qui passent tous par un même sommet opératoriel (voir 

fig. "8-2, b). Nous admettrons alors qu’à + eemb'e des chemins 


considéré correspond la disjonction X (ah, as) = V Xp (Am As); 


l’ensemble des chemins lui-même sera noté a, X (am, a) Ÿ (Ami @s) Gs 
et appelé chemin de transition généralisé. 

Ayant établi le SGA marqué, on passe à la construction du graphe 
de l’automate de Mealy S dont les états sont a, . .., am; cet auto- 
mate est initialisé par a,. Les transitions et les signaux de sortie 
de cet automate seront définis comme suit. 

On cherche tous les chemins de transition sur le SGA marqué. 
Si, pour un certain r = 1, , À, le symbole x£r intervient plus 
d'une fois dans le chemin, tous les symboles x ‘sauf un sont éli- 
minés de ce chemin. Si pour un certain r — 1; , À on rencontre 


dans un chemin tant x, que x, le chemin en “vestion n’est plus 
considéré. 
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À chaque chemin de transition du type a,X (am, as) Y (am, as) a, 
OÙ Am» As € {@y, - - ., aa}, on fait correspondre une transition de 
l’automate S de l’état a, induite par le signal d'entrée X (a,, a.) 
et accompagnée par la production du signal de sortie Y (m &;). 
A chaque chemin de transition du type a,Ÿ (ah, as) &, où am, 
as E {ar, - - ., am}, on fait correspondre une transition de l’auto- 
mate S de l’état a, à l’état a,, où a, a, sont définis comme précé- 
demment. Le signal d'entrée pour cette transition est égal comme 
précédemment à la conjonc- 
tion des contenus des som- 
mets conditionnels traver- 
sés. Puisque dans le cas 
considéré l’ensemble des 
sommets conditionnels est 
vide et que la conjonction 
d’un ensemble de variables 
vide est égale à 1, nous 
admettons que le signal 
d'entrée est égal à 1, tan- 
dis que le signal de sortie 
est Ÿ (am, a.) comme dans 
le cas précédent. 

À chaque chemin de Fig. 8-3. Graphe de l’automate de Mealy 
transition du type correspondant au SGA de la figure 8-1 
AmX (Am di) y on fait 
correspondre la transition de a» à a, ; dans ce cas l’état a., et le si- 
gnal d'entrée sont définis comme précédemment, tandis que le signal 
de sortie est égal à Y, (opérateur vide). 

On obtient en résultat le graphe de l’automate de Mealy S qui 
admet autant d'états qu'il y a de symboles attribués aux entrées des 
sommets du SGA. Le graphe de l’automate de Mealy correspondant 
au SGA de la figure 8-1 est tracé sur la figure 8-3. 

Si l’automate S possède L voies d’entrée, ses signaux d’entrée 
sont des vecteurs à L composantes A,, . .., Az, où A; = (e;,, ... 

., €j) et la composante e;, (j = 1, ..., 212; l=1, 
peut prendre les valeurs 0 ou 1. D'autre part, s’il existe sur le SGA 
entre a» et a, un chemin de transition ayX (am, &@s) Ÿ (Gms @s) @s 
qui traverse le sommet opératoriel Y (a, a), on associe à l’arc 
du graphe de l’automate le signal d’entrée X (a, a;) et le signal de 
sortie Y (äm, &s). 

Les automates microprogrammés réalisés par le procédé décrit. 
présentent tous un trait particulier, à savoir : chaque signal d’entrée 
associé à un arc du graphe est un produit élémentaire, c’est-à-dire: 
une fonction booléenne des variables figurant dans le chemin de tran- 
sition considéré ; il est à noter que la longueur de ce produit est sen- 
siblement moins grande que le nombre total Z des variables d’en- 


14% 
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trée. Il est évident que la transition (a,, a,;) accompagnée par l'éla- 
boration du signal de sortie Y (a, a.) sera induite par les collections 
d'entrée de l’ensemble {A,, ..., AL} sur lesquelles la fonction 
booléenne X (a, a) prend la valeur 1 

Dans un automate déterministe, le produit de deux signaux d’en- 
trée quelconques induisant une transition à partir d’un état de 
l’automate doit être égal à 0. Dans un automate construit d’après 
un SGA, cette condition est toujours remplie. En effet, si un état 
m admet plus d’une transition vers d’autres états, on peut, en 
choisissant de façon arbitraire deux transitions possibles, par exem- 
ple vers les états a, et a; (avec peut-être s — t, ce qui veut dire que les 
deux transitions choisies conduisent à un même état), s'assurer que 
l’on rencontre dans les conjonctions X (a, a;) et À (a», a;) une 
variable quelconque, par exemple x,, à la fois sous forme directe 


{x,) et complémentée (x,). Cela tient à ce que deux chemins de tran- 
sition Am (am; Gs) Y (am; &s) ds et AmÀ (am: at) 14 (am: ai) di 
admettent toujours un sommet conditionnel en commun contenant 
z,; dans le premier chemin on quitte ce sommet par la sortie 1, 
et dans le second, par la sortie 0. On peut donc associer à chaque 
état an de l’automate S une partition de l’ensemble des signaux 


d'entrée (c’est-à-dire des collections A,, ..., AL de valeurs des 
variables dans les voies d’entrée de l’automate) en À + 1 classes 
disjointes deux à deux Emmy, : +, Emrs + : +, Em» R+1 OÙ R est le 


nombre des conjonctions différentes X my, - : ., Xmrs + - +» Â mr 
qui sont associées aux arcs du graphe de S incidents à a, vers l’exté- 
rieur. Si l’on n’a qu’un seul arc issu de a, et marqué par le signal 1 
(le cas du chemin a»ŸY (am, à;) a, par exemple, lorsque le sommet 
Ÿ (Gm: &s) Suit immédiatement un autre sommet opératoriel), on 
admet que À = 0. 


Il est évident qu'à toute collection A; = (e;1, . . ., e;r) corres- 
pond de façon univoque un constituant de l'unité x°f1 ... x'iz, 


c’est-à-dire une fonction booléenne de Z variables qui prend la 
valeur 1 sur la collection À ; et la valeur 0 sur toutes les autres col- 
lections. Ceci étant, nous ferons correspondre à chacune des À pre- 
mières classes Æ,,, (r = 1, ..., R) seulement les collections de 
valeurs des variables d’entrée dont les constituants de l’unité cor- 
respondants sont absorbés par la conjonction X, qui définit la classe 
en question, c’est-à-dire que 


Enr ={A;|Xmr VE... nl = Xmr}, (8-4) 


FT; R5J Es sr 08} er CU, 1}; 


SE Dies es 
LI = Ln A = Li; l—= A1, ..., L. 
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Toutes les autres collections seront rapportées à la (À + 1)-ième 
classe : 


R 
Em rule, AN U Enr (8-5) 


Si R = 0, on forme une classe unique qui regroupe toutes les 
2L collections. 

Une partition en classes ainsi définie de l’ensemble des col- 
lections A,, ..., A,L permet de distinguer les transitions induites 
par chacune des collections. Puisque 
la fonction X,, admet la valeur 1 sur 
l’ensemble des collections EE», (r — 
— 1,..., R), la transition de l’auto- 
mate de l’état a, sous l’effet de n’im- 
porte quel signal d'entrée, contenu dans 
l’une des £,, classes, et le signal de 
sortie correspondant seront respective- 
ment les mêmes que la transition induite 
par la conjonction associée à la classe don- Fig. 8-4. Sous-graphe d’un 
née et le signal de sortie qui se produit lors automate 
de cette transition. Au contraire, attaqué 
par n'importe quelle collection appartenant à la E, r+,-ième classe, 
l’automate reste dans le même état a, et produit le signal de sortie 
Yo = (0...0). Si R = 0, l’automate attaqué par n’importe quelle 
collection d'entrée passe au même état et produit le même signal 
de sortie que sous l’action du signal 1 associé à l’arc du graphe de 
l’automate. 

Illustrons les raisonnements développés ci-dessus sur un exemple. 
Soit un automate à trois voies d’entrée (L — 3) et à quatre voies de 
sortie (V = 4). Supposons qu'un état a, de cet automate admet 
deux transitions vers d’autres états (fig. 8-4). Le nombre R des 
produits élémentaires sur les arcs issus de a, est égal à 2 (X,,1 = 


= y, Âmo = Mt). Il existe donc huit collections d’entrée possi- 
bles; on les partitionne en R + 1 — 3 classes Er, Emos Emma 
dont les deux premières se laissent définir par (8-4) et la dernière 
par (8-5): 


Em1 = {111, 110, 101, 100}, Emo — {001, 000} ; E ms = {010, 011}. 


Introduisons la notion de réalisation du schéma-graphe de l’auto- 
mate de commande. Soit un automate structuré S possédant Z, 
voies d'entrée et V voies de sortie. Mettons-le à l’état initial a; 
et appliquons à ses entrées une séquence de collections à L compo- 
santes A, . .., Amo du type (eo - . .; or) 9 = 1, ..., Q, 
eq E {0, 1}, 1 = 1, ..., L. Supposons que l’automate attaqué 
par cette séquence d'entrée produise une séquence de sortie de collec- 
tions à V composantes Q;,, ..., Q;Q du type (egr - - .; €gn): 
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g=1,..., Q0,en € (0, 1}, n = 1, , N. Faisons une séquence 
d’ ensembles Vin - -., Yio tels que Un € Y;4 si dans la collection 
Q;q On à Eqn = 1(g = 1, Ont. ; N). Cette séquence 
sera appelée réponse de l’ automate structuré S à à la séquence d'entrée 
mis - + Amo. Nous dirons que l’automate S réalise un schéma- 
graphe d’algorithme l' si ses réponses à toutes les séquences possibles 
de collections avant le retour à l’état a se confondent avec les 
valeurs que prend le SGA sur les mêmes séquences, aux opérateurs 
Yo et Yrin près (ici Y, et Y#in sont les opérateurs qui encadrent 
chaque valeur du SGA). 
Cherchons la réponse que présente l’automate S (voir fig. 8-3) 
se trouvant dans l’état a, à la séquence de collections 


A, A, À; A, A; AG 
40101 11011 10110 01101 10100 01011 


pour laquelle on a déterminé dans le $ 6-2 la valeur Y 6 :1Y4Y 2 ŸY6Y tin 
du SGA : 


Collections d'entrée A1 Ào A3 As A5 À6 
Séquence d'états dy lo A3 Ag A1 Go 
Réponse Yi Ta Ye Ve Yi 


Nous voyons que la réponse de l’automate, jusqu’à son retour 
à l’état a,, se confond avec la valeur que prend le SGA (sans Y, 
et Ÿ#in) Sur la même séquence de collections. 

Du procédé décrit de construction de l’automate microprogrammé 
de Mealy d’après le schéma-graphe d’algorithme l', il ressort immé- 
diatement que l’automate microprogrammé ainsi construit réalise 
effectivement le SGA T. | 

Dans le texte qui suit, nous considérerons (à moins d'indication 
contraire) les automates synchronisés par des impulsions d'horloge. 
Autrement dit, l’automate possède, en plus des voies d’entrée x;, ... 
...; Tr, au moins une voie d'horloge p ; on a p = 1 quand l’impul- 
sion d'horloge est présente et p — 0 quand elle est absente. De ce 
fait, nous retiendrons comme signal d’entrée pour la transition 
(4m; 4) Correspondant au chemin am»X (Gms @s) Ÿ (Gms @s) @ss non 
pas À (am, as) mais la conjonction pX (a,, a;). Nous conviendrons 
cependant de n’associer le signal p à aucun arc du graphe de l’auto- 
mate. 


8-2. Synthèse d’un automiate microprogrammé 
de Moore 


La synthèse d’un automate de Moore d’après le schéma-graphe 
d’algorithme s'opère aussi en deux temps: l'obtention du SGA 
marqué et le tracé du graphe de l’automate [5]. La première phase 
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de la synthèse consiste à attribuer des symboles a, . .., 4m aux 
sommets initial, final et opératoriels d’après les règles suivantes: 

4. Associer le symbole a, aux sommets initial et final. 

2. Marquer les sommets opératoriels différents par des symboles 
différents. 

3. Chaque sommet opératoriel doit être marqué. 

À la différence de l’automate de Mealy, en construisant un auto- 
mate de Moore, on ne marque pas les entrées des sommets qui sui- 


Fig. 8-5. SGA marqué utilisé pour la synthèse de l'automate de Moore 


vent les sommets opératoriels mais les sommets opératoriels eux- 
mêmes. Le nombre des marques s’avère donc d’une unité supérieur 
à celui des sommets opératoriels sur le schéma-graphe d’algorithme. 
A la suite de la procédure décrite, on obtient, à partir du SGA 
de la figure 6-4, le schéma-graphe marqué représenté sur la figure 8-5. 

On commence le tracé du graphe de l’automate de Moore en cher- 
chant sur le SGA marqué des chemins de transition du type 


émi mR 
« e # e Lé : 
OÙ Emr Fr —=1,..., R)et xyr sont déterminés comme dans l’ex- 


pression (8-1). Comme précédemment, nous adopterons pour ces 
chemins la notation abrégée ayX (am, à) a; s’il existe entre a» 
et a, un ensemble de chemins du type amX } (am, &s) as (h = 1, . .. 
..., H), nous ferons correspondre à cet ensemble de chemins Îla 


H 
disjonction XÀ (4m, &s) = V X} (am, @s), nous noterons cet ensem- 
h=1 
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ble de chemins a, X (a», a.) a, et nous l’appellerons chemin de tran- 
sition généralisé. 

Avec des chemins du type (8-6), on a parfois R = 0, quand deux 
Sommets opératoriels sont séparés par un ensemble vide de som- 
mets conditionnels (le sommet a, suit immédiatement le sommet a, 
si bien que le chemin du type (8-6) se réduit au chemin aa). 


Tableau 8-2 


Table des transitions inverse 
de l’automate de Moore 


Am As» Y (5) X (Gm: @s) 
da T5 
a, 1 
di ET do Go ie Ti 
Tableau 8-1 
T La e e 
able des transitions directe do a3 (ya) Ts 
de l’automate de Mealy 
as Ta 
Œg T3 
Am Œs X (am: @s) Ÿ (am: 45) 
az Ga (YsY6U3) eo fau) a Ta 
di do T1 Y1Y2 
o T1TLo VY1Y3 do a; (Us) Tali 
&s L1To YU az Lil 
ay Ts 
le 1 TT] VEUVE as #371 
do ZT] Ug US Tati 
3 T3 Ya = 
dj a] ot | Ge ag (Y1Y3) al ot | 8e T1T2 
d3 V2 Ta] Y3Ya ( es 
= a. a ToT 
de Lit] Vs 2 7 (Y3ÿa) F3%1 
a Tax 
dy Ta Y5U6Y7 L É 
a; LT 
la di Ts — de T3%1 
ee a 1 
do Ts Us “ 
&s a { | Yaÿa dj 8 (Y6Y:) OR 
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Après avoir établi le SGA marqué, on passe à la construction 
du graphe de l’automate de Moore S, dont les états sont représentés 
par les marques a, . .., ar, obtenues dans la phase précédente. Les 
transitions et les signaux de sortie de l’automate seront définis 
comme suit. 

A chaque chemin de transition ay, X (am, @s) @s (Gm) ds € {@r, . . . 

.., 4m}), on fait correspondre, dans S, la transition de l’état a, 
à l’état a, provoquée par le signal d’entrée X (a, a;); au chemin 


Fig. 8-6. Graphe de l’automate de Moore correspondant au SGA 
de la figure 8-5 


de transition a,a, correspondra la transition de a, à a, induite: 
par le signal 1. En ce qui concerne les signaux de sortie, quel que 
soit l’état précédent, chaque transition est accompagnée par la 
production du signal de sortie qui est inscrit dans le sommet opé- 
ratoriel marqué par cet état. 

Le graphe de l’automate de Moore montré sur la figure 8-6 est. 
construit d’après le SGA marqué de la figure 8-5. La remarque rela- 
tive à la synchronisation des signaux d’entrée dans l’automate de 
Mealy (en fin du $ 8-1) reste valable pour les automates de Moore. 

Si l’automate possède un grand nombre d'états et de transitions, 
le graphe devient moins « parlant »: on préfère définir l’automate 
à l’aide d’une liste. Introduisons la notion de table des transitions 
de l’automate microprogrammé. Le tableau 8-1 est la table des tran- 
sitions de l’automate de Mealy synthétisé d’après le SGA de la 
figure 8-1. Ce tableau a quatre colonnes : a», état initial; a, état. 
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de transition; X (a», a;), signal d'entrée ayant pour effet la tran- 
Sition (Am; &s); Ÿ (Am &@s), Signal de sortie produit lors de la tran- 
sition (4m; &s). 

A chaque chemin de transition correspond donc une ligne de la 
table des transitions. Si la table énumère successivement toutes les 
transitions à partir du premier état, puis toutes les transitions à par- 
tir du deuxième état, etc. (voir tableau 8-1), nous dirons que la table 
des transitions est directe. Dans bien des cas, il est bon d'établir 
la table inverse qui, dans ses quatre colonnes analogues à la table 
précédente, énumère d’abord toutes les transitions vers le premier 
état, puis toutes les transitions vers le deuxième état, et ainsi de 
suite. 

S'il s’agit d’un automate de Moore, trois colonnes suffisent : 
dans la table directe, on inscrit le signal de sortie à côté de l’état 
initial qui lui correspond, et dans la table inverse, à côté de l’état 
vers lequel il y a transition. Le tableau 8-2 est la table des transi- 
tions inverse de l’automate de Moore construit d’après le SGA de la 
figure 8-9. 

Il est évident qu’on a intérêt à construire la table des transitions 
(directe ou inverse) de l’automate microprogrammé directement 
d’après le SGA marqué en y inscrivant tous les chemins de transi- 
tion; autrement dit, il devient inutile de tracer le graphe, puisque 
la table est précisément le graphe de l’automate présenté sous forme 
d’une liste: 


8-3. Minimisation des automates microprogrammés 


Les algorithmes de synthèse des automates de Mealy d’après 
les SGA décrits plus haut permettent de réaliser des automates assez 
proches d’automates minimaux, grâce au fait que l’entrée du sommet 
postérieur au sommet opératoriel ne reçoit qu'une marque unique, 
sans rapport avec les chemins de transition aboutissant au sommet 
donné. L’automate sera plus ou moins proche du minimal, selon que 
le schéma-graphe reflète plus ou moins fidèlement le fonctionnement 
du système. D'autre part, on a la possibilité de minimiser les auto- 
mates microprogrammés, en adaptant à cet eïftet la méthode de mi- 
nimisation des automates abstraits complètement spécifiés décrite 
dans le troisième chapitre. Rappelons que deux états de l’automate de 
Mealy sont dits {-équivalents si, placé dans ces états, l’automate pro- 
duit sous l’action des signaux d’entrée identiques, les mêmes signaux 
de sortie. Pour savoir si deux états a; et a; de l’automate micropro- 
grammé sont 1-équivalents ou non, on a donc besoin de comparer les 
ensembles de micro-instructions qui sont élaborées lors des transi- 
tions à partir des états considérés. Supposons que ces ensembles se 
confondent et sont égaux à {Y,, ..., Y,, ..., YA}, la micro- 
instruction Ÿ, étant induite par les signaux X; (Y.) et X;(Ÿ,) pour 
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les états a; et a; respectivement. Les états a; et a; seront alors 1-équi- 
valents si les fonctions X; (Ÿ,) et X;(Y,) sont équivalentes pour 
tout r = 1, ..., R (si les fonctions booléennes ne sont pas définies 
sous la forme normale disjonctive, on peut contrôler leur équiva- 
lence en effectuant l'opération de soustraction des recouvrements 
cubiques [45l). 

Les états 1-équivalents ainsi trouvés fournissent une partition 
x; de l’ensemble d'états de l’automate microprogrammé en classes 
d'équivalence. 

Pour l’automate de Mealy résumé dans le tableau 8-3, on a 


—_—— ———…——_—_ 2. >»  —— 


—1.5, 2.3.4, 6.1, 8.9—4{B,, B,, Ba Bi} 


Les résultats de la partition de x, en classes d’équivalence sont 
présentés dans le tableau 8-4, qui, au lieu des états de transition, 
donne leurs classes d’équivalence. 

Deux états a; et a; d’un automate microprogrammé sont k-équi- 
valents si les conditions suivantes sont vérifiées : 

4) a; et a; sont (k — 1)-équivalents ; 

2) si D; . {D ;, . D;,, ? se Dix,} et D; == {D ;;, sut 


+... Din, -.., Djx.,} sont des ensembles de classes d'états 
(4 — 1)-équivalents dans lesquels il y a transitions à partir de de 
et de a; respectivement, on a D; — D, — D, c’est-à-dire que N; 


= N; = Net D;, = D;, = D, pour tout n = 1, 

3) si À; (D,) et X;(D,) sont deux fonctions booléennes telles 
que X:(D;)= V X (as am Xj(Dn)= VX (Gp am) la 
AmEDn amEDn 
fonction X; (D,) est équivalente à la fonction X; (D,) pour tout 

D, € D, où D est un ensemble décrit dans le n° 2 ci-dessus. 

Cette définition permet de voir que les méthodes de minimisation 
sont sensiblement les mêmes pour les automates abstraits et les 
automates microprogrammés, à ceci près qu'au lieu de comparer les 
signaux d'entrée abstraits, on contrôle l’équivalence des recouvre- 
ments correspondants. 

En faisant des partitions successives en classes 1-, 2-, . . ., k-, 
(k + 1)-équivalentes jusqu’à ce que deux partitions fz+1 et Tr 
soient identiques, on réalise la partition de l’ensemble d'états en 
états équivalents. Choisissant un état dans chaque classe d’équiva- 
lence, on obtient l’ensemble À’ des états de l’automate micropro- 
grammé minimal de Mealy. En choisissant le représentant d’une 
classe dans À”, il y a intérêt à prendre les états qui occupent le moins 
de lignes dans la table des transitions. Pour construire la table des 
transitions de l’automate minimal, on élimine de la table initiale 
des blocs de données se rapportant aux transitions à partir des états 
qui ne figurent pas dans À’ et l’on remplace dans la colonne « état 
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Tableau 8-3 


Table des transitions de 
l’automate non minimal de Mealy 


Tableau 8-£ 


Partition x, en classes d’états 
1-équivalents 


as | X (am @s) | Ÿ (am; as) Bi; |am| B;| X(am, B;j) | Y (am, B;) 
Z1T9 a | Ba ET? Y1 : 
T1Ts4 B; Fit Y3 | 


LT1To 
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Tatleau 8-5 Tableau 8-6 
Partition x, en classes Table des transitions 
d’états 2-équivalents de l’automate minimal de Mealy 


X (am: C'j) Y (am; C';) as | X (am; &s) | Ÿ (am: @s) 


TiTo T1To 


Fira T1Ta 
T1To 


T1Ta 


T1T 2 


L1Ta 
T1To 
#1%4 


Tit 2 


FÉE 
HÉE 
NÉE 
FD 
PERES 
RE 
Here 
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de transition » les états ne figurant pas dans À’ par leurs équiva- 
lents dans À’. 

D'après le tableau 8-4, on obtient la partition x, (tableau 8-5) 
en classes d'états 2-équivalents : 


= 1.5, 2.4, 8, 6.7, 8.9=4C,, Co Ca Ci; Cs}. 


La partition suivante (x.) se confond avec x,, aussi n, est-elle 
la partition en classes d’états équivalents. Choisissons un état dans 
chaque classe d’équivalence; leur réunion nous fournit l’ensemble 
A’ — {a;, Gz, Gr, de, 8} des états de l’automate microprogrammé. 
minimal de Mealy. La table des transitions de l’automate minimal 
(tableau 8-6) s’obtient en éliminant du tableau 8-3 les blocs de don- 
nées qui se rapportent aux transitions à partir des états ne figurant 
pas dans À” et en remplaçant dans la colonne « état de transition » 
les états ne figurant pas dans À’ par leurs équivalents dans À’. 

Pour minimiser un automate microprogrammé de Moore, il con- 
vient d'établir d’abord la partition de l’ensemble d'états en classes 
de O-équivalence, dont chacune réunira les états marqués par la 
même micro-instruction. Dans le reste, la procédure de minimisation 
est la même que pour les automates microprogrammés de Mealy. 


CHAPITRE 9 


SYNTHÈSE DU SCHÉMA LOGIQUE DE L’AUTOMATE 
MICROPROGRAMME 


9-1. Table de structure d’un automate microprogrammé 


La table de structure d’un automate microprogrammé est une 
extension de sa table des transitions. Un exemple de table de struc- 
ture inverse pour l’automate défini précédemment par sa table”des 
transitions (tableau 8-1) est donné dans le tableau 9-1. On y remarque 
trois nouvelles colonnes : À (a) et K (a.), codes de l’état initial am 


et de l’état de transition a., et À (Am @s), ensemble des composantes 
Tableau 9-1 


Table de structure inverse de l’automate de Mealy 


as |K(as)| X (am as) | Y (am as) | F (am @s) 


UsYa 
Yaya 


U3Ua 


us 


Y1Y3 
Us 
U8 
Us 


Ua 


Y5YeU7 


YeY7 
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des fonctions d’excitation essentielles (qui font changer d'état des 
éléments de mémoire) produites lors de la transition (am, as) *). 
Pour le codage des états des automates microprogrammés, on peut 
utiliser la méthode du $ 5-6, qui consiste à minimiser le nombre total 
de commutations de la mémoire pour l’ensemble des transitions de 
l’automate. 

Il est évident que la table de structure d’un automate de Moore 
aura une colonne de moins si l’on inscrit le signal d’entrée, comme 
on le fait pour sa table des transitions, à côté de l’état initial (dans 
la table directe) ou à côté de l’état de transition (dans la table in- 
verse). 

Puisque la table de structure n’est autre que le graphe de l’auto- 
mate microprogrammé structuré transcrit sous forme d’une liste, 
on peut en tirer les expressions des fonctions d’excitation et des fonc- 
tions des sorties, comme on l’a fait au $ 5-4 lors de la synthèse par 
la méthode des graphes. 

Par exemple, les expressions de À, et de y;, déduites du tableau 
9-1, s’écrivent **) : 


Ri=plil, Par boTi TT NV OT TT: | (91) 
Ya = PTT oT stat V PTT oT 3% T4 V PTT oT 3 DT aT oT 3Tito. 


Or, les expressions de ce type établies pour des automates micro- 
programmés concrets s’avèrent trop compliquées : elles forment un 
système comprenant des dizaines et des centaines de fonctions de 
dizaines et centaines de variables. Les méthodes classiques de mini- 
misation des fonctions booléennes dans la classe des formes normales 
deviennent inopérantes dans ces cas. En outre, la pratique a montré 
que l’économie la plus sensible sur le nombre d'éléments du circuit 
est réalisée non pas en faisant la minimisation dans les formes nor- 
males mais en cherchant des fonctions et des sous-fonctions qui ad- 
mettent une minimisation d'ensemble et en faisant appel à la décom- 
position des systèmes de fonctions. 

La première phase de la minimisation du schéma logique d’un 
automate microprogrammé consiste à réunir les composantes des 
fonctions d’excitation et des fonctions des sorties inscrites dans les 
mêmes lignes de sa table de structure. C’est ainsi que la conjonction 
de la cinquième ligne du tableau 9-1 (pT.T,T,x,) peut être utilisée 
pour construire les fonctions y1, Yo, 92, R3, celle de la sixième ligne 
(pT;T:T37:%,) pour la construction de Y1, Ygs Sos Ras etc. 


*) Ici et dans le texte qui suit, les éléments de mémoire utilisés pour la 
synthèse sont (sauf mention contraire) des bascules du type RS; remarquons 
d’ailleurs que les méthodes proposées s'adaptent sans difficulté à n'importe 
quel type d'éléments de mémoire. 

**) La signification du symbole p a été expliquée plus haut (voir $ 8-1, re- 
marque en fin du paragraphe). 
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D'une façon analogue, sur le schéma de la figure 5-8, l'expression 


TiTo2,% figurait dans les fonctions y;, y,, S,. Cette seule circonstance 
nous permettra, en comparaison avec la construction directe d’après 
les expressions du type (9-1), de réduire le schéma d’autant de fois 
qu’il y a en moyenne de composantes des fonctions d'excitation et 
des fonctions des sorties dans une ligne de la table de structure. 


T7 LT T2 
b) 


Y1Y2 AS2R3 Y1 43 AS2R3 


a B; x; or Ti T2 Bo Ts az © B; Ti T4 œ Bo Ts 


Fig. 9-1. Schéma réalisant les transitions vers l’état a,: sans prédécodeur (a), 
avec prédécodeur (b) 


Comme critère de minimalité (critère de coût) nous prendrons en 
l'occurrence le nombre total des entrées des éléments logiques du 
circuit. 

La méthode triviale de synthèse du schéma logique d’après la 
table de structure inverse consiste à construire le schéma séparément 
pour les transitions vers chaque état ; les blocs de données correspon- 
dants dans la table de structure inverse sont séparés entre eux par 
des lignes horizontales. Pour toutes les transitions vers un certain 
état, on réalise un circuit indépendant pour chaque micro-instruc- 
tion. Par exemple, parmi les transitions vers l’état a, on a trois 
micro-instructions: {ÿ1, Ye}, {Vas Us} et {vs}. Les conjonctions 
correspondant à chaque ligne d’une micro-instruction sont appliquées 


15—0723 
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à un circuit. OÙ qui produit les signaux de sortie associés à cette 
micro-instruction, c’est-à-dire les micro-opérations (voir la figu- 
re 9-4, a pour les transitions vers l’état a). Pour les micro-instruc- 
tions {y,, y2} et {y:, y,} on n’a pas besoin de circuits OÙ, car à cha- 
cune d'elles correspond une seule ligne de la table exprimant la 
transition vers &. Si l’intersection de toutes les micro-instructions 
n’est pas vide, on peut prévoir encore un circuit OÙ qui fournira 
tous les signaux de sortie figurant dans l'intersection. Le coût du 
schéma de la figure 9-1, a est égal à 36 [31 entrées des circuits ET, 
OÙ plus cinq marques des fonctions d’excitation et des sorties (autres 
QUE Y1, Yo, Ys et S2) qu'on rencontre sur les transitions vers d’autres 
états et qui nécessiteront donc des circuits OÙ supplémentaires pour 
recevoir ces signaux]. 


9-2. Prédécodeur de retour 


Les expressions (9-1) montrent que chaque composante des fonc- 
tions d’excitation et des signaux de sortie, qui correspond à un che- 
min de transition déterminé, se présente sous forme de conjonction 
des variables utilisées pour le codage du signal d’horloge p et du 
signal d’entrée figurant dans le chemin de transition. Au code de 
chaque état de l’automate on peut associer une case de la table de 
Karnaugh construite pour un nombre correspondant de variables ; 
cela permet de représenter cet état sous forme de conjonction des col- 
lections d’états des bascules de la colonne et de la ligne dont l’inter- 
section contient l’état en question. 

Admettons, pour fixer les idées, que la longueur du code soit 
égale à 9. En regardant la table de Karnaugh à cinq variables (ta- 
bleau 9-2), on dégage, dans la conjonction 4, correspondant au code 


| a 3 
Posons B; — ph; (i — 0. 1, 2, 3), où p est l'impulsion d’hor- 
loge. Il est évident qu'en construisant les circuits qui fournissent 


les valeurs a; = T'nTi2 Ts (j = 0,1, ..., 7) et $; — 
= pTiiaTiis (i = 0, 1, 2, 3), où e;, e;, € {0, 1}; TE — l:; 
Th = Ty (k—=1A, 2, ..., 5), on aura pour am du tableau 9-2 
PAm — d1P3- 


Le circuit réalisant «&; et f; sera appelé prédécodeur de retour. 
Les indices inférieurs j, à affectant &;, $; sont les équivalents octaux 
des nombres binaires affectés à la colonne et à la ligne correspon- 
dantes de la table de Karnaugh; d’après ces indices, on reconstitue 
sans peine le code de l’état. Dans les cas où l’on veut indiquer seule- 
ment qu'il s’agit d’un état an donné, sans chercher à savoir son 
code, nous utiliserons la notation du type af”, où les indices supé- 
rieurs affectant & et $ signifient que &"* et B” correspondent à la 
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Tableau 9-2 
Table de Karnaugh à cinq variables 
| TiT Ta 
TT 000 | 001 | o11 | 010 | 110 | 111 | 101 | 100 
o | (e 2 | 3 | Lo Le | eÆ | (e À | (en 
sn | | || | | |} 
sn | [el | | | |} 


colonne et à la ligne de la table de Karnaugh dont l'intersection con- 
tient l’état ah. 

Le schéma de la figure 9-1, b est équivalent à celui de la figu- 
re 9-1, a, à cette différence près que ses signaux d'’entrée «;, f; 
sont fournis par un prédécodeur: &o = Ti1To, & = T;T,, & — 
— TT, Bo = PT, B, = pT3. Un prédécodeur à quatre bascules du 
type RS est représenté sur la figure 9-2. 

Supposons que l’automate passe de l’état a, à l’état a, sous l’ac- 
tion du signal d'entrée À (a», a), ce qui correspond au chemin de 
transition GmX (4m; Gs) Ÿ (Am: à) a, Sur le schéma-graphe d’algo- 
rithme. Le circuit réalisant cette transition se présentera alors comme 


il est montré sur la figure 9-3, a. Ici F (am, a,) est l’ensemble des 
composantes des fonctions d’excitation essentielles produites lors 
de la transition (a», a.) ; les valeurs «7 et B” sont prélevées sur les 
sorties du prédécodeur. 

Comparons cette configuration avec celle fournie par la méthode 
du décodage complet des codes des états. La même transition se 
réalisera alors par le circuit de la figure 9-3, b, où ET,, est le second 
étage (de sortie) du décodeur. En cas d'emploi d’un prédécodeur, 
à chaque chemin de transition généralisé de a» à a, correspondent 
deux entrées (sans tenir compte de X (am, a.)) du circuit ET, 
(fig. 9-3, a), ce qui fait que le coût du schéma de liaison en retour 
à partir des éléments de mémoire est égal dans ce cas à V, — 2K, 
où À est le nombre des transitions. Avec le décodeur complet, le 


15% 
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coût est égal à V, — 2M + K, où M est le nombre des états. De 
toute évidence, la méthode du prédécodeur est plus économique si 
V, < V,, c'est-à-dire si À << 2M. 


a) b) 


F (Gm@s) Y@m &s) A (Gm ds) Y(Am»@s) 


X(@m 0) 
XA(Gm0s)B7 ! 
x7 Be 
Fig. 9-2. Prédécodeur pour quatre bas- Fig. 9-3. Schémas réalisant un mê- 
cules me chemin généralisé : avec prédé- 


codeur (a), sans prédécodeur (b) 


Au point de vue de la rapidité de fonctionnement le prédécodeur 
est toujours préférable au décodeur complet, car dans le dernier cas 
on doit prévoir un étage de plus dans le circuit. 


9-3. Fonctions d’excitation complétées 


Considérons le sous-graphe d’un graphe d’automate représenté 
sur la figure 9-4. Lors de la transition (a;, az), la deuxième bascule 
change d’état (en passant de O0 à 1), tandis que les états des autres 
bascules restent inchangés ; autrement dit, l’ensemble des fonctions 


d’excitation essentielles pour cette transition est À (a;, ax) — {S:}. 


De même, sur la transition (a;, a;) on a F'(a;, a;) = {R;, So}. 
Il est clair qu’on ne risque pas de perturber le fonctionnement de 
l’automate en produisant à la transition (a;, a.) les mêmes compo- 
santes des fonctions d'’excitation qu’à la transition (a;, az). En 
effet, si l’entrée À, de la première bascule se trouvant à l’état 0 
reçoit le signal 1 lors de la transition (a;, az), l’état de la bascule 
reste le même qu'auparavant. 
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Résumons ces raisonnements. Soit G (as) = {am1, - : > Amr} 
une partie de l’ensemble des états qui admettent des transitions vers 
l'état a. Les fonctions d’excitation essentielles pour ces transi- 


tions sont À (amrs ass Tr = 1, ..., R. Compléter les fonctions 
d’excitation lors des transitions à partir 
des états Am, + - :; Amn Vers l’état a, con- 
siste à produire sur toutes ces transitions 
un même ensemble de composantes de 
fonctions d’excitation : 


Re R À 
F (G (a), (7 _— J F(amrs &s)- 
} . : Fig. 9-4. Illustration 

Autrement dit, on peut compléter les fonc- d'une complétion des 
tions d’excitation essentielles pour les tran- fonctions d’excitation 
sitions considérées par des fonctions d’ex- 
citation qui laissent inchangés les états des éléments de mémoire 
qui le doivent être lors de la transition considérée. 

Les fonctions d’excitation produites lors d’une transition déter- 
minée (4m, &;) Sont interprétées tantôt comme l’ensemble des si- 
onaux attaquant les entrées 1 et O0 des bascules de mémoire, tantôt 
comme des fonctions booléennes des signaux d’entrée de l’automate 
et des signaux de retour. Dans le premier cas nous utiliserons la 


notation Ê (am as), et dans le second, la notation F (a», à,). 
Par exemple, en complétant les fonctions d’excitation sur toutes 
les transitions vers l’état a, (tableau 9-1), on obtient : 


G (@o) = {a, do, Ag) ai} ; 
F(G(a2), a)=F (a, a) UF (a, a) UF (as a) UF (@&, @2) = 
={S;, R;} UDU{RSU(Rs Sol={R,, Sa Ra. 


L'algorithme de construction des fonctions des sorties et des fonc- 
tions de transition complétés sera examiné dans le $ 9-6. Mais il 
nous a fallu introduire cette notion auparavant, car les fonctions 
d’excitation complétées sont essentiellement utilisées pour la décom- 
position du schéma logique à l’aide des nœuds du SGA, sujet auquel 
est consacré le paragraphe suivant. 


9-4. Méthode de décomposition du schéma logique 
à l’aide des nœuds 
du schéma-graphe d’algorithme 


Considérons le sous-graphe de SGA montré sur la figure 9-5, a. 
L'entrée de son sommet conditionnel x,, marquée par Q est reliée 
aux sorties de deux sommets conditionnels x,;,R et æ,r. On passe des 
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Le NS Ce Q e e e e ) 
états a, et a, à l’état a, par les chemins AmT Rire. LMRT Pr. x DT Y sas 


€ e e : 
Êb. GE Rent ag TSI … ET Y ,a, respectivement (em,, En Ept € 
E {0,1hr=1,...,R; 1=1,...,L;t—=1,...,7T). Divisons la 


a) b) 


Um an 


Un Un 


X(am; 


4 X(&» ? Q) 


Fig. 9-5. Un nœud dans un SGA: sous-graphe comportant un nœud (a), repré- 
sentation conventionnelle (b) 


conjonction À (am, &s), qui constitue le signal d'entrée à la transition 
(Am: &s), en deux conjonctions : 


X (am: @s) — À (am, Q) À (Q, as). 
De même 


X (an; ds) = X (an: Q) X (©, ds); 


R e L e T Ê is 
X (Am; Q)— À, Tr : À (ah; Q) —. À Tu; X (©, ds) … Â, Th. 
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La représentation conventionnelle du sous-graphe de la figure 
9-5, a est donnée sur la figure 9-5, b. Le schéma logique traduisant 
les transitions (am, &;) et (a», as) est représenté sur la figure 9-6, a. 

Complétons les fonctions d’excitation sur les transitions de a» 
et a, Vers a, : 


Fa: a) UF (ar: as) =F (G (Q), As) 


où G(Q) = {am, a} est l’ensemble des états à partir desquels on 
passe vers a, à travers Q. Après complétion, on peut prélever l’ensem- 


a) Y b) 
F (m , as) 


Ya A F(C(Q), as) 


Fans ds) 


X(Q, as) | P(@) 


| 
dB XQ as) à PAG) X(Qas) 


O7 BAG) à B’X(Gn,0) 


Fig. 9-6. Schéma logique pour le sous-graphe de SGA de la figure 9-5 : sans com- 
plétion des fonctions d’excitation (a); avec complétion: (b) 


ble des fonctions d’excitation F (G (Q), a) avec Ÿ ,, ce qui permet de 
mettre en facteur le terme commun X (Q, a) (fig. 9-6, b). Le circuit 
OÙ réalise désormais la fonction 


D (Q) = a FX (am; Q) V ATX (an, Q). 
Considérons un nombre de chemins arbitraire issus de Q ou 
y aboutissant (fig. 9-7, a). Complétons les fonctions d’excitation sur 
les transitions qui conduisent de l’ensemble d'états G (Q) = {a:, . .. 


.., am} vers chaque état a, (r = M +1,..., R); il peut y avoir 
aussi {a,, ..., am} ( {anr+ur + - -, An} Æ ©). Il vient 


_ M 
F(G(Q, a= U F(am: an) 


D (Q) a V apr X (Gm Q) L 
Y,=F(G(Q), a)=®D(Q)X(Q, ar). 
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Le schéma logique réalisant ces expressions est représenté sur la 
figure 9-7, b. 

Introduisons maintenant, complémentairement aux marques-états 
considérés plus haut, la notion de marque-nœud (ou simplement nœud). 
Nous dirons que l’entrée d’un sommet conditionnel de SGA est un 
nœud si elle est reliée au moins à deux sorties d’autres sommets, dont 


a) 


X(a, 0) X(am;@) X(am:0) Y(Q, ae) AG(Q),ae) 


Y(Q, amsn F re 
C9) Q — J 


X(Q, aus) re? X(Q, ap) 


X(Q, Ayyx1) X(@ ür) X(Q@, ap) 


+1 ar ŒR a! BP TX (& À) a"p"x (ay ) Q ) 


Fig. 9-7. Sous-graphe de SGA présentant plusieurs chemins d’un nœud vers les 
états (a); son schéma logique (b) 


l’un est conditionnel. De cette façon, on peut arriver à un nœud @; 
par au moins deux chemins du type 


e e 
ml mR 
Amlmi . TLmR Q 


partant des marques-états et qui traversent des sommets conditionnels 
uiiérents (en Éd 2x 22, =: h): 

Un de ces chemins peut ne pas passer par un sommet conditionnel 
(R — 0); il s’écrit alors sous la: forme a,Q,. Dans ce cas l’entrée 
d'un sommet conditionnel est marquée à la fois par l’état et par le 
nœud. Nous conviendrons de disposer la marque-nœud sous la marque- 
état (plus près de l’entrée du sommet, afin de ne pas perdre par mégar- 
de le chemin qui mène de l’état considéré vers le nœud. 
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Dans le cas général, on peut arriver à un nœud non seulement 
à partir de tel ou tel état mais aussi au départ d’un autre nœud. On 
voit sur la figure 9-8, a la représentation conventionnelle d’un sous- 


) ë) L 
Y(Q, as) F(G(@kx); 45) 


Y(Qx Us ) 


| PQ) on 42, Qe) 2 BAG» %) 
S 


ot FX) 7 B'X(ar,0p) 


Fig. 9-8. Sous-graphe de SGA comportant deux nœuds (a); son schéma logique 
(b) 


graphe de SGA qui comporte deux nœuds Q, et Q,. On a pour ce sous- 
graphe 


Y (Oz, as) = F'(G (Qu), as) = À (0x) À (Oz, as), 
D (Qu, as) = A PT X (am, Qx) V 
V a'prX (An: Qx) V aip'x (a:, Qx) V 
V arprX (a, Qx). 
Puisque X (a, Qx) = À (a, Q>) X (Q»; Qx) et que X (a,, Qx) — 
— À (a,, Qp) X (Qp) Qx); on à 

D (0x) = APT ZX (am; Qx) V &'B'X (a, Qx) V 
V (atpiX (a, Qp) V arprX (a, Qp)) X (Qp: Qx) — 
= A PPX (am; Qx) V &'PTX (as, Qx) V D (Qp) X (Op, Qx) 
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() (Q:) — a'p'x (a+, Op) \/ a'p'X (a, Q»); 
F (G (Qu), as) = F (am as) U F (an, a) U F (a, as) U Ê (a, as) = 
— F (am, as) UF (an, as) U F (G (Q»), as), 


car F (G(Qp; @s)) = F (a, as) UF (a, a). 

Nous admettrons qu’il existe un chemin allant du nœud Q, vers 
le nœud @, s’il existe sur le schéma-graphe un chemin du type 
Qptp1. . T'RFQR. Sur le schéma 9-8, a on peut arriver vers le nœud Qz 
au départ des états ar et a, et du nœud Q,. Dans ce cas G (Qx) = 
— {am An} U G (Q)) est l’ensemble des états à partir desquels on 
peut arriver vers le nœud @,, y compris par des chemins qui traver- 
sent d’autres nœuds. Le schéma logique correspondant à la figu- 
re 9-8, a est donné sur la figure 9-8, b. 

Dans le cas général, si les chemins conduisant au nœud Q, vien- 


nent depuis les états a,,...,a,, et les nœuds Q,,...,Q,et les chemins 
partant du nœud Q, mènent vers les états &mw+1: - - -, AR et vers les 
nœuds Qy+1, - -., Or, on a 


D(Qx)= V 2B"X (ams Qa)V VD (On) X (On, Os): 


Y (Qu, a) —F(G (Qn), ar) =D (O1) X (On, as) r=M+1, ..., R: 
D(Q:;) =D (0x) X (Q», Q:), i=N +1, ...,T; 


G(QN) = {as +. am}U CU G(Qn)). 
Si G(Qx)—={any, -.., Gr}, ON à F (G (Q:), = Ù Fans Gr). 


Plaçons-nous dans le cas où il y a des chemins qui partent dunœud 
Q, vers les états az, - - ., apr et 


R- 2 _ 
n, F(G(Qx), arr) = Fr Æ ©. 


Alors, si les chemins allant de Q, vers az:, . . ., ar ne traversent 
aucun sommet conditionnel à boucle sur le schéma-graphe d’algori- 
thme, on peut recueillir à la sortie D (Q,) du circuit OÙ l’ensemble des 


composantes Fe On a sur la figure 9-9 


Ê"(G{(Qx), anr) = À (G (Qu), ad Fu r=1,..., R. 
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De même, s’il y a des chemins qui partent du nœud @;, tant vers 
les états az, . . ., axR que vers les nœuds Q;,, . .., Q;n et si 


R Nes 2 
(N, F(G(Qx), aRr)) N( N Fan) = x D, 


on recueille F, à la sortie ® (Q,); dans cette dernière expression F;, 
sont les fonctions d’excitation prélevées sur le circuit OÙ pour 
D (Q;h), n — 4, NT. N. 

La même considération vaut pour l'intersection des micro-instruc- 
tions. Soient Ÿy1, . . ., Y,R les micro-instructions produites sur les 


À F'(C(@sQu1)) F'(G(Q,axr)) 


P(QK) X(@k:Qx1) X(Qx: Gxr) 


Rx 
Fig. 9-9. Configuration pour le cas où NF (G(Qz), a, = © 
r=1 


transitions vers les états az, . . ., &ir; Supposons que les chemins de 
R 
transition traversent le nœud @;. Alors, si NA Yr: = Y:# ©, 


r=1 
nous prélèverons Ÿ, sur la sortie ® (Q;) du circuit OÙ, tout en 
recueillant YE, = Y,, Y x (r= 1,..., R) sur les circuits ET,. 
La table de structure de l’automate, introduite dans le $ 9-1, 
présente l’automate microprogrammé sous forme d’une liste. Chaque 
ligne de la table de structure résume un chemin de transition, avec 


Tableau 9-3 


Configuration générale d’une table de structure avec des nœuds 


Etat Code 


Etat Code (nœud) | de l’état Signal Signal Fonctions 
(nœud) | de l’état | Ge tran- | de tran- d’entrée de sortie d’excitation 
initial | initial sition sition essentielles 

Am K (am) ds K (as) X (&m; @s) Y (am: @s) F' (am: &s) 

Am K (am) QR = X (am: Qx) a + 

Qk — | &s K' (as) | X(QR, as) | Y'(QR; as) | F(G(Qx), as) 


Op = Or … X (Op; Qn) _ 
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Tableau 9-4 


Table de structure inverse de l’automate de Mealy 
(avec nœuds) construite d’après la figure 9-10 


Etat Code : 
Etat Code , < Fonctions 
(nœud) de l’état Signal Signal ’ À 
d de l’ét : > < de tat 
Midel Linie een 00e an DU de sortie | csentielles | 
Œo | 001 Q: — Lao — — 
CR 191 Te 
Qi — Q2 = Tats — F 
y 101 Te 
ü;s 010 1 
Qe ee) O3 KA L os — — 
& 000 TTL 
UE 011 ge 
O3 = a; 000 £. Yaÿo RiR2R3 
Qs = T7 YaUe RR2R3 
Q2 = d2 001 T1 Y1Ya R;R:S 2 
a 000 T1 YiU2 S 3 
a 000 T1T6To UE S 3 
do 001 TaT227 Yiÿa — 
a3 011 Z4 Y1Ya R 
a: 1410 LeTa | EUR RiR2S 3 
da | 001 | az | 011 | LaTo | Y3 | S: 
US 001 CA 101 LT3ToT UsUe S 1 
az 001 Tata U5Y6 Si 
Q1 .— a5 010 T4 U:Y8 R1S2R3 
dj 000 T1TeT2 Vas S 
dj 000 T1T6T1 U7Y8 52 
Qi | — | dé | 100 | TiTs | Yo | S1R3 
le | 100 | a: | 110 | 1 | U1 | S'2 
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les codes des états et les fonctions d’excitation essentielles correspon- 
dant à la transition donnée. Nous allons étendre quelque peu cette 
notion en ajoutant à la table de structure les chemins du type état- 
nœud, nœud-état et nœud-nœud. On obtient de la sorte quatre combi- 
naisons possibles des chemins sur le schéma-graphe (voir tableau 9-3). 


Fig. 9-10. SGA marqué 


Il est à noter que le nœud n’est pas un état de l’automate; cette 
notion sert uniquement à faciliter la construction et la minimisation 
du schéma de l’automate microprogrammé; de même, la transition 
vers un nœud et à partir d’un nœud n’est pas une transition réelle, en 
ce sens qu'elle ne correspond à aucun changement d’état concret de 
l'automate, mais à un changement d'état « généralisé». 

Cette extension acceptée, on remarque que la table de structure 
ne présente plus le graphe de l’automate sous forme d’une liste; par 
contre, elle tient déjà compte de certaines particularités de la struc- 
ture du schéma à réaliser. 

La table de structure inverse comportant des nœuds, construite 
d'après le SGA de la figure 9-10, est donnée dans le tableau 9-4. On 
inscrit d'abord tous les chemins (partant d’un nœud ou d’un état) 
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qui conduisent vers les nœuds Q,, @:, . . ., puis ceux qui conduisent 
vers les états a,, a, ... On montre sans peine qu'en introduisant des 
nœuds, on arrive dans la plupart des cas à réduire le volume de la 
table de structure et le nombre des 
lettres dans le bloc « signal d'entrée » 
de cette table. 

On montre en outre que l’introduc- 
tion des nœuds s’avère dans tous les 
cas favorables vis-à-vis du coût du 
schéma, en entendant par coût du 
schéma la somme des coûts des compo- 
sants, le coût d’un composant étant 
le nombre deses entrées. Au lieu d’exa- 
miner le cas général, considérons le 
cas où l’introduction des nœuds ne pré- 
sente qu'un avantage minimal. Le 
sous-graphe correspondant du SGA 
est montré sur la figure 9-11. Le sché- 
Fig. 9-11. Sous-graphe de SGA ma logique pour ce sous-graphe, dans 

comportant un nœud lequel le nœud © est absent, est donné 

sur la figure 9-12, a; on y voit quatre 

éléments qui totalisent quatorze entrées. Sur la figure 9-12, b on 
voit le schéma avec le nœud ; il comporte cinq éléments qui totalisent 
onze entrées. Proposons-nous de coder les états a, et a, de telle sorte 


b) 


F(EQ) 8) 


0) 
ee nt FT = AFG(D,a) K 


par op'ax Cfa «pa 


EX M œ g" 


Fig. 9-12. Schéma logique sans nœud (a); avec nœud (b) 


que a — a"*ou$® — $” (posons pour fixer les idées que &«* — &°); 
le schéma de la figure 9-12, b devient celui de la figure 9-13, a qui 
compte cinq éléments et dix entrées. Introduisons à présent &” dans 
les conjonctions du niveau supérieur ; le schéma prend l’aspect montré 
sur la figure 9-13, b (quatre éléments et dix entrées). En outre, si l’on 
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y introduit des nœuds, les signaux de sortie Ÿ, et Ÿ ; et les fonctions 


d’excitation F (G (Q), a.) et F (G (Q), a2) sont produits une fois, alors 
que dans le schéma de la figure 9-12, a les signaux Ÿ, et Y; et les 
fonctions d’excitation pour les transitions vers les états a, et a» 
sont produits deux fois, ce qui veut dire qu’on devra réserver à cha- 
cune de ces fonctions deux entrées de circuits OÙ correspondants. 


A (G(@), ap) 


Fig. 9-13. Deux variantes du schéma logique pour am = a" 


Il est facile de voir que s’il existe plus de trois chemins 
aboutissant à un nœud (ou partant d’un nœud), un schéma faisant 
appel aux nœuds aura toujours moins d’éléments qu’un schéma sans 
nœuds. 

L'’algorithme de synthèse du schéma logique d’un automate micro- 
programmé d’après sa table de structure inverse avec des nœuds sera 
considéré dans le $ 9-6. 


9-5. Factorisation des fonctions booléennes 
T 
Soit une fonction f — \/ X; d’un ensemble de variables binaires 
t=1 


X = {t,,..., tr}, où X; — À sb Peas X: ba 
factorisation de f se fera és ou le premier pas, en faisant tou- 
tes les intersections deux à deux sur l’ensemble À — {X,, TT Xi 
on cherche les parties communes (X;, = is xs LR, NT TT 
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., T). Si l’intersection de certains ensembles (par exemple, des n 


premiers) xs. ET X. n’est pas vide, en sorte que 
ñn Le. “4 Le "4 
13 X;=2+ Z; 
9—= 
où Z — nes 2 ZE Na Mr LL: M;:0n0 peut mettre Z — 
m 
— À z;, en facteur: 
i=1 


n T 
f=Z(V X)V( V  X)), 
1=1 t=n+i 


où Xj—X;,NZ. 

Le gain réalisé, c’est-à-dire la diminution du coût du schéma ob- 
tenue par factorisation (mise en facteur de m lettres dans n conjonc- 
tions), est égal à W(Z) = mn — 1) —-2+7r pour n <T et 
àaW(Z)= min — 1) — 1 + r pour n = T;icir est le nombre de 
conjonctions initiales dont chacune conserve une lettre après les 
factorisations consécutives, et W (Z), le coût de la partie commune Z. 
Dans l’algorithme de factorisation d’une fonction isolée la recherche 
des parties communes est suivie de la mise en facteur de la partie qui 
présente le coût le plus élevé. Une première factorisation de À con- 


duit à deux ensembles À, = {X°,..., X,} et B5 — {Z, Xh4x, . .. 
..., Âr }, qui sont ensuite traités séparément au deuxième pas. La 
procédure se termine quand on constate, à un certain pas, qu’il ne 
reste aucune partie commune d’un coût supérieur à zéro. 

A la différence de la factorisation d’un système de fonctions que 
nous examinerons un peu plus tard, le problème de mise en facteur sera 
appelé factorisation vers le haut, par allusion au fait que le facteur 
commun s'écrit au-dessus des circuits OÙ. On ne saurait affirmer que 
cet algorithme conduira nécessairement à un schéma optimal comme 
d’ailleurs l'algorithme proposé dans [45], où l’on propose de mettre 
en facteur à chaque pas la partie commune de plus grande longueur. 
Une grande expérience accumulée dans les transformations des 
circuits combinationnels d’automates microprogrammés permet d'en 
venir à la conclusion que la mise en facteur suivant le coût maximal 
procure dans la plupart des cas une solution proche de l’optimale. 
Pour la fonction f = X, V X: V X3 V X, V À, où X1 — 
= Lilolgtal sell À2 = Tilotatg, 3 = Lilotsleliol tin À a 
= Llelo OÙ Às — Lilo slel10l19215, là procédure de mise en 
facteur selon cet algorithme est illustrée sur la figure 9-14, a, b. 

Donnons quelques commentaires à l’exemple examiné *). Cher- 


*) Dans l’exemple qui suit, on remplace les variables (x;) par leurs indices (i). 
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X2 
5 6 
2 128 8 
1 
À 
: ee 
T2 
z, 
1 
X; 
CE 
10 12 
7 347 11 
8 


X>3 X5 
1) 13 


Fig. 9- 14. Exemple de mise en facteur vers le haut : représentation convention- 
nelle de la procédure (a), schéma logique (b) 


16—0723 
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chons les intersections deux à deux dans l’ensemble initial À : 


X1=1, 2 8,4, 5, 6,7, 11 | X, 


X,=1, 2788 1, 2, 3 eo 

Xs—1, 2, 5, 6, 10, 11, 12 | 1, 2,5,6,11 11,2 | X, 

Xa=5, 6,9 5, 6 — |5,6 x: 
X,—1, 2, 5, 6, 10, 12, 13 | 1, 2,5, 6 1,2 | 14,2, 5, 6, 10, 12 | 5,76 


Nous obtenons les parties communes 
2; = 1,2, 50% À), Zi = 1, 2, 9, 6 (X:, X3, X:), 
Z: = 1, 2, 5, 6, 11 (X,, X2), Z5 = 1, 2 (X;, Xe, Xa, X5), 
Z:= 9, 6 (Xx À Xi XS), Ze = 1, 2, 5, 6, 10, 12(X;, X,). 
Après chaque partie commune, on a indiqué entre parenthèses 


les conjonctions dont elle provient. Le gain réalisé par la mise en 
facteur de chaque partie commune est respectivement : 


W(Z)=2 W(Z)=3 W (Z3) = », 
W(Z)=6, W(Z)—=4, W (Ze) = 6. 

Sur le premier pas, on choisit pour la mise en facteur la partie 
commune Z, qui a le coût le plus élevé. L'ensemble initial À — 
— {X,, Xo, Xs, X4, X} se scinde en deux ensembles: À, — 
SN NE LE LR X XX NZ, 
et Bo = {Xe Ây Za}- 

Cherchons les intersections dans l’ensemble À4,: 


X!=3, 4,7, 1 | XA 
X4—10, 11, 12 | 41 | X: 
X{—10, 12, 43 | — |10, 12 


Zn (XE, X9,  W(Z)=—1, 
Zs—=10, 12(X4, X!), W(Zs) = 2. 
Mettant en facteur Z4, on obtient deux ensembles: À, — 
= {X;, X°}, où K5 = KNZ, Le = Li Zu et Bi = {X!, Ze. 
Dans chacun des ensembles À4,, B, les conjonctions qui restent 


sont disjointes. Aucune mise en facteur ne peut donc être faite. 
Passons à l’ensemble B,: 


X:—=1, 2, 52 8 X» 
ko he le 
Za=1, 2,5,611,215,6 


Z9—1, 2 (Xzs Zi  W (Ze) —0, 
Z10—= 9, 6 (ZX; Zu); W (Z,o) . 1: 
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La mise en facteur de Z,, donne lieu à deux ensembles: 4, — 


= {X,, Z,}, où X, = Xi Zi Zi = ZaZain et Bo = {X2, Zio}. 

Dans chacun des. ensembles À,, B,, les conjonctions sont disjoin- 
tes ; aucune mise en facteur n’est donc possible. Le gain réalisé à la 
suite de toutes les mises en facteur s'élève à W = W (Z,) + W (Z3)+ 
+ W (Z10) = 9. 

Les expériences d’application de l’algorithme de factorisation 
vers le haut réalisées par l’auteur montrent que l'insertion de cet 
algorithme dans un système de programmes d’automatisation de la 
synthèse des automates microprogrammés procure un gain de 12 % 
en moyenne, même après avoir fait appel au prédécodeur et à la 
méthode des nœuds. 

La factorisation d’un système de fonctions booléennes (factori- 
sation vers le bas) se réduit également à des mises en facteur successi- 
ves, mais la procédure s’opère dans un ensemble de fonctions f,,...,fr 
d’un ensemble de variables binaires X = {x,, ..., x}, où fs — 
= 4n1O...Otir,; t = 4,..., T. Ici © désigne soit une disjonc- 
tion, soit une conjonction, mais jamais les deux à la fois. Dans un 
premier pas on cherche dans l’ensemble À = {X,, ..., Xr} les 


parties communes (X, — {x;,, ..., Tir,}). Si l’intersection de cer- 


tains ensembles, par exemple des z premiers ensembles X,,..., X,, 
n’est pas vide, 


1 X=2% D; 


où Z — {Z1, -.., 2m} EX; i—=1Â,..., m, l’ensemble des fone- 
tions peut être réalisé sous forme d’une décomposition telle que f; — 
= (251), où À gpourX;, =Z où X; = (X; N 2) U {xp} 
pour X;,ÆZ(DÉX; fs = ©O...O 2m; 1—=1, .-.., n). 

Le gain (diminution du coût du schéma) réalisé par la mise en 


facteur de la partie commune Z à m entrées est égal à W (Z) — 
= mn —1Â1)—n+Tr, où r est le nombre des ensembles parmi 


X1, - -., À, qui se confondent complètement avec Z, car les fonc- 
tions qui leur correspondent peuvent être prélevées directement à la 
sortie du schéma pour la partie commune Z. Conformément à l’algo- 
rithme de factorisation du système de fonctions, la recherche des par- 
ties communes dans À est suivie de la mise en facteur de la partie 
commune de plus grand coût : on obtient alors un nouvel ensemble 
A9 = {X{, ..., Xn, Xn+ys - + +, XÂr, Z}. Ceci fait, on applique la 
même procédure à l’ensemble 4,, et ainsi de suite, jusqu’à ce que, 
à un certain pas, on constate l’absence de toute partie commune d’un 
coût supérieur à zéro. À la suite des mises en facteur successives de 


16* 
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Los Zu + - +, ZR de gains respectifs W (Z:), W (Z;), . . ., W (Z»), on 
R 
réalise un gain total qui s'élève à W — >) W (Z,). 
r=0 


a 
) Z4 4 4 Zg { LL 
Vo A2 3 das PAT A2XS X4X 5 24 71/4 X2X3 42419 
A A À 


ë) ff 


3471 


1256 


Fig. 9-15. Exemple de mise en facteur vers le bas: représentation conventionnel- 
le de la procédure (a), schéma logique (b) 


La procédure de mise en facteur selon cet algorithme pour le 
système de fonctions 
fa = Till at al Tel T1 
fa = Lila 
fa = Titol Tel 10T11T 12) 
fa = Toteto, 
Î5s = Lilol5T6T10T12 
est illustrée sur la figure 9-15, a, b. Donnons un bref commentaire 


à cet exemple. 
Cherchons les intersections deux à deux dans l’ensemble initial 


À = {X:: ZX»; X 3 ZX 4: X 5} : 
X:1=1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 11 X: 


X:=14, 2, 3,8 1,22 x: 

X:—1, 2, 5, 6, 10, 11, 12 | 1, 2, 5, 6, 11 | 1,2 | X3 

X,=5, 6,9 5, 6 — |5,6 N. 

X,=1, 2, 5, 6, 10, 12 1, 2, 5, 6 1,2 | 1,2, 5, 6, 10,12] 5,6 
Zi=4; 2,3 (Xi, XL). Zi, 255: 60 Xs: Xo): 


Z2=1, 2, 5, 6, 11 (X1: X3), Z5:=1, 2 (X1: Xo X3 X 5); 
Zs=5, 6 (Ka Xas Xas Xsh  Ze—1, 2, 5, 6, 10, 12 (Xa Xs). 
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Le gain réalisé par la mise en facteur de chaque partie commune est 
égal respectivement à 


W(Z)=1, W(2)=3 W(Z:) = 2, 
W (Za) an 9, W (Z5) 7 2; W (Ze) = 9. 


Dans le premier pas, nous retenons pour la mise en facteur la 
partie commune Z, qui a le coût le plus élevé. Cela nous donne, au 
départ de l’ensemble initial, l’ensemble 


A={X}, a x. Le X!, A | 
ANAL RP AT ON AN) EP AN ATIIEE 


Cherchons à présent dans À, les intersections deux à deux qui 
contiennent au moins deux lettres: 


X{=3, 4,7,11,13| X! 


X:—1, 2, 3, 8 — X 2 

Xs—10, 11, 12, 13 | 11, 13| — Xs 

Xa1=5, 6, 9 = = = x, 

X5—10, 12, 13 — — | 10, 12, 13] — X& 

Za=1, 2, 5, 6 — |1,2 — 9, 6 | — 
Z1=11, 13 (X!, X2), W (Z:)=0, 
Zs=1, 2 (A2 Za)» W (Zs) = 0, 
Z5=10, 12, 13 (X,, X!), W(Z)=2, 
Zio=9, 6 (As, Zi), W (Z10) = 0. 


La mise en facteur de la partie commune Z,3= 10, 12, 13 nous 
donne un nouvel ensemble À, qui n’a aucune intersection de plus 
d’une lettre. Le gain réalisé à la suite des mises en facteur est W — 
= W (Zi) + W(Ze) = 9 +2= 7. 

Lors de la synthèse d’un automate microprogrammé d’après son 
SGA, après avoir mis en œuvre la méthode des nœuds (recherche des 
transitions qui aboutissent à des nœuds et à des états isolés), on peut 
poursuivre la minimisation du schéma en faisant les factorisations 
vers le haut (pour chaque fonction isolée) et vers le bas (recherche des 
parties communes parmi les circuits ET pour des fonctions différen- 
tes). On donne à titre d'exemple, sur la figure 9-16, a, le schéma cons- 
truit d’après le tableau 9-5 qui représente un fragment de table de 
structure (le coût du schéma est 70), et sur la figure 9-16, b, le même 
schéma après avoir complété toutes les fonctions d'’excitation et 
effectué la minimisation par les factorisations indiquées (le coût du 
schéma est 50). 
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Fig. 9-16. Schéma logique construit d’après le tableau 9-5 : sans mise en facteur 
(a); avec mise en facteur (b) 
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Tableau 9-5 
Fragment de table de structure inverse 
Code de : 
Etat Code Etat de | J'état Signal Signal Fonctions 
initial | de l’état} tran- | Ge tran- |  d’entrée de sortie | d’excitation 
initial sition sition essentielles 
&: 11101 a7 00100 TiToTaTa Y1Yo R;R:R; 
a 11101 TiTolsTaTe YiUs R:R2R5 
do 141111 LiToTaTaT5 U1Yo R; RRiR5 
as 00111 TiToT3T6 Y1Y6U7 R,R; 
dy 00101 T1TeT8ToTiv Y1Yaÿ5 Rs 
4 00101 Lilo Y1YaU5 Rs 
le 11110 LiToTeTaTs Yaÿo RRoRa 


En plus des circuits ET, l’opération de factorisation vers le bas 
peut s’appliquer aux circuits OÙ, fournissant les signaux de sortie 
ou les composantes des fonctions d’excitation, par exemple. Nous 
le montrerons sur l’exemple du tableau 9-6 qui est un fragment de 
table de structure d’un automate. Puisque, dans le cas considéré, la 
forme concrète des signaux d’entrée n’a aucune importance, nous les 
avons mis sous la forme*X,, . .., X.. 

Il est évident qu’en construisant un schéma pour chaque ligne 
du tableau 9-6, nous obtiendrons sept circuits ET qui produisent les 


Tableau 9-6 


Fragment de table de structure 


Code de : 
Etat Gode Etat de l’état Signal Signal Fonctions 


initial | de l’état | transi- | Ge tran- | d'entrée | de sortie d’excitation 
initial tion sition essentielles 


1010010 a 1010000 ytiUto Re 
1010040 YtsUta R 


6 
0010011 _ S1ReR7 
1010011 Yt1 RR; 
0111111 YtiYte S1R2RaR5RER7 
0111111 YtiYte S1R2RIRSRER; 
0110110 YtsUta S1R2R5R6 
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signaux de sortie et les fonctions d’excitation inscrits dans la ligne 
donnée : 


ET 1 — Ui1s Uto: Re; 
ET 2 — Uigs Utas Re; 
ET 3—S,, R4, R;: 

ET 4 — Yi Re; R;; 


ET O — Yi 
ET 6 — Ui1 
ET 7 — Ut3 


Ytos So Ros Ras R5s Re; R7; 
Uto: S:; Ro; Ra; Rs; Re: R3; 
Uta) S 1; R:, R3, Re. 


Un signal de sortie ou une composante d’une fonction d’excitation 
sont élaborés par un circuit OÙ auquel il faut appliquer le signal de 
sortie de celui des circuits ET,, . . ., ET, qui fournit le signal donné 
ou la composante donnée de la fonction d’excitation (fig. 9-17,'a). 

Mettons les signaux de sortie et les fonctions d’excitation sous 
forme de mots formés des indices des circuits qui les produisent : 


yn=1, 4, 5,6; R:=5, 6, 7: 1 
y =1, 5, 6; Ri=5, 6; | 
Yi3—=2, 1; R;=59, 6, 7: | (9-2) 
yu=2, 7: Re=1, 2, 3,4, 5, 6,7; | 
S,=3,5,6,7; R=3, 4, 5, 6. ) 


En appliquant maintenant à l’ensemble À — {y;,, Yios Vis: Yta 
S1, Re, Ra R5 Re: R} la procédure de factorisation vers le bas et en 
mettant en facteur à chaque pas la partie commune de coût maximal, 
nous obtenons ainsi le schéma montré sur la figure 9-17, b dont le 
coût est de quinze unités plus bas que celui du schéma de la figure 
9-17, a. 

Les expériences d'application de l’algorithme de factorisation vers 
le bas montrent qu’en insérant cet algorithme dans le système auto- 
matisé desynthèse des automates microprogrammés, on arrive à abaïis- 
ser le coût du schéma de 19 % en moyenne, même après avoir tiré 
tout le profit de l’emploi du prédécodeur, de la méthode des nœuds 
et de la procédure de factorisation vers le haut. 

On peut appliquer la factorisation vers le bas à la minimisation 
des circuits OÙ pour les signaux de sortie et les fonctions d’excita- 
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tion, en la combinant avec la complétion des fonctions d’excitation. 
A cet effet, on donne à chaque signal de sortie la forme d’un mot 
constitué par les indices des circuits qui le produisent (comme dans 


a) Ya: ÿt2 Ues ÿU+a \ 07 R2 


ETTET4ETSETE ETIETSET6 ET2ET7 FT2ET7 ETSETSEIGET] ETSETGET/ ETS ET 


Éte 


ETS ETGET7  ETIET2ETSET4ETSETGET] ETS ET4ETSETE 


de: S7 RG R7 
( 
4 $ S 4 3 4 


Ra 8 g Jt3 Jt4 


ÿ 6 2 7 


Fig. 9-17. Réalisation des signaux de sortie et des fonctions d’excitation du ta- 
bleau 9-6 : sans mise en facteur D: le bas (a), avec mise en facteur vers le 
bas (b) 


les expressions (9-2)). Pour une composante S; (R;) de la fonction 
d’excitation, un tel mot aura deux parties: 

a) une partie essentielle C;: c’est l’ensemble des indices des cir- 
cuits ET qui produisent les fonctions d’excitation essentielles ; 

- b) une partie non essentielle D, (on la met entre parenthèses dans 
l’ensemble S; (R;)): c’est l’ensemble des indices des circuits ET qui 
produiront cette composante de S; (R;) après que l’on aura complété 
les fonctions d’excitation pour toutes les transitions. 

Par exemple, après avoir complété les fonctions d’excitation pour 
les transitions qui mènent vers l’état a; du tableau 9-6, on obtient 
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l’ensemble initial suivant: 
A — {Yt1 Ut; Ut» Uta) S; R°, R;; R;, Re: R;}; 


vu =1, 4, 5, 6: Ra=5, 6, 7 (1, 2,8, 4); | 
U5=1,:9, 0; R,=5, 6 (1, 2, 3, 4, 7); | 
Uis=2, 1; R:=5, 6, 7 (1, 2, 3, 4); À (9-3) 
ya =2, 7; Re=1, 2,3,4,5,6,7;: | 
S,2=3:5, 6 724% R 23.456420 J 


Faisons dans À toutes les intersections deux à deux (comme dans 
la procédure de factorisation vers le bas examinée plus haut) sans 
faire la distinction entre les lettres de la partie essentielle et celles 
de la partie non essentielle de S; (R;). Nous obtiendrons les parties 
communes Zo - - -, Zor,. Après Zoe (e = 1,..., Eo), nous écrivons 


entre parenthèses y, si la partie commune Zoe intervient dans y», 
et SŸ (R?) si 26: intervient dans S; (R;) et si Ze N Cr Æ ©, c'est-à- 
dire si au moins une lettre de ANS figure dans la partie essentielle de 
Sy (Rs): k = P (Zoe N D:) est le nombre des lettres de la partie 
non essentielle de S; (R;) contenues dans LATE Si par contre 2 N 


NC: = G, on omet d'inscrire S; (R;) entre parenthèses après Z4., 
admettant que Z,, ne figure pas dans S; (R;). 

Le gain totalisé par la partie commune Z et obtenu grâce à l’appli- 
cation des opérations de factorisation vers le bas et de complétion des 
fonctions d’excitation se calcule d’après la formule 


WW) =min—-1)—-n+r—p (9-4) 


dans laquelle les symboles m, n, r ont la même signification que dans 
l’algorithme de factorisation vers le haut sans tenir compte de l’indé- 
termination, tandis que p est le nombre total des indices supérieurs 
des fonctions d’excitation qui sont écrites entre parenthèses après 
la partie commune. 

Le signe négatif avec lequel la quantité p intervient dans (9-4) 
s'explique par le fait que le gain réalisé par la factorisation vers le 
bas n’est pris en compte que pour la partie essentielle, étant donné 
que le schéma initial (voir par exemple la figure 9-17, a) ne comporte 
pas d’entrées pour des fonctions d’excitation non essentielles. 

Comme précédemment, nous choisirons parmi les parties commu- 
nes obtenues en premier pas un 2, tel que W (Z,)— max (W (Z4)). 


1<e<E, 


Après la mise en facteur de Z,, on forme un nouvel ensem- 
ble À, d’après les mêmes règles que dans l’algorithme de factorisa- 
tion vers le bas, puis on cherche de nouveau une partie commune, Z;, 
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de plus grand coût, on construit un nouvel ensemble À4,, et ainsi de 
suite, jusqu’à ce que chaque nouvelle partie commune ait un coût 
nul. Le gain total réalisé par les mises en facteur successives de Z,, 


Z1, ..., ZRr s'élève à : W (Z,). 


Donnons une Meuation de cet algorithme en examinant les 
expressions (9-3): 


Yn—1, 4, 5, 6 Ut1 

Yts = 1, 9, 6 1, 5, 6 Uto 

Yt3 = 2, 7 É = Uts 

Yta=2, 7 Te 2, 7 | Yta 

S1—=3, 5, 6, 7 (1, 2, 4) |1, 4, 5, 61 1, 5, 6 | 2, 7 |2, 7|S1,R2,R4 R5sRe R; 
R,;=5, 6, 7 (1, 2, 3, 4) |1, 4, 5, 6| 1, 5, 6 | 2, 7 |2,7| 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 
R,=5, 6 (1, 2, 3, 4, 7) |1, 4, 5, 6] 1, 5, 6 | 2,7 12,7] 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 
R:=5, 6, 7 (1, 2, 3, 4) |1, 4, 5, 6] 1, 5, 6 | 2, 7 12, 71 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 
R,=1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 |1, 4, 5, 61 1, 5, 6 | 2, 7 |2,7| 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 
R;=3, 4, 5, 6 (1, 2, 7) |1, 4, 5, 61 1, 5, 6 | 2, 7 |2, 7] 1, 2, 38, 4, 5, 6, 7 


Zi=1;:2 3: 4,9, 0, 7 (06% RSR RE Re 

Ze = 1, 4, 5, 6 (yi1, S°, R°, R\, R£, R°, R°): 

Za = 1, 9, 6 (Ys1s Ye, S7, R?, R°, Ri, R°, R>);: 

La = 2, T (Yigs Yias Si R5, RE, RS). 
W (Z,) = 7:25 — 6 + 6 — 19 = 16; W (2,) = 4-6 — 7 + 1—9—9; 
W (Z:) = 3-7—8+1—5—9; W (Z,) = 2:5—6+2—3 — 3; 
W (Z,;) = W (Z;) = 16 est le coût maximal qui caracté- 
rise la partie A À Z,; nous mettons donc Z, en facteur dans l’en- 
semble S,,R,,R,, R3:, Re, R; et nous supprimons les fonctions d’exci- 
tation énumérées de l’ensemble initial, car elles se confondent toutes 


avec la partie commune. La sortie du circuit réalisant Z, sera dési- 
gnée par 8. Cherchons les intersections dans le nouvel ensemble À,;: 


max 


y1=1, 4, 9, 6 Ut1 
Yto =1, 9, 6 1, 9, 6 Uto 
Yts=2, 1 F — Yts 
Yta=2, 7 = — 2, T | Yta 
Z1=1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 | 1, 4, 5, 6 | 1, 5, 6 | 2, 7 | 2,7 
Z5=1, 9, 6 (Yi Yte Zi); W (Z;)=4 
Ze=1, 4, 5, 6 (yi1: Zi); W(Z:)=3 
Z3=2, T (Yiss Ytas Zi); W (Z7)=3. 
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Mettons en facteur Z;. La sortie du circuit OÙ réalisant Z, sera 
désignée par 9. 


V4, 9 UE 

Yt3 — 2; 7 si Uts 

Yta=2, 7 — |2, 7 | yta 

212, 8,4,7,914,9 |2,7|2,7| 2: 

Zs=1, 5, 6 PE OS PES er 
Zs—=4, 9 (yi4, Zi); W (Z3)=1 ; 


Zo — 2, 7 (Yt3 Uta) Zi); W (Z9) —3. 


Mettons en facteur Z:. La sortie du circuit OÙ réalisant Z, sera 
désignée par 10. 


ya 4, 9 Yi 

Zi=3, 4, 9,10 | 4, 9 | 7; 
Z:;=1, 5, 6 — — Z5 
Zo = 2, 7 —— —— — 


Zi0= 4, 9 (y, Z1); W(Za0) = 1. 


La mise en facteur de Z,, achève la procédure. Le schéma résultant 
est donné sur la figure 9-18. Le nombre des entrées des éléments 


SR Ra RS RER 


1:19: 0 


Fig. 9-18. Configuration du schéma après la mise en facteur vers le bas et complé- 
tion des fonctions d’excitation 


logiques sur ce schéma est de 24 inférieur à celui du schéma de la 
figure 9-17, a (W (Z1) + W (Z5) + W (Z10) = 24) et de 9 inférieur 
à celui du schéma de la figure 9-17, b obtenu par l’application de la 


seule factorisation vers le bas, sans complétion des fonctions d’exci- 
tation. 
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Il est évident que la procédure décrite de factorisation vers le bas 
avec complétion s'applique également dans le cas où sont incomplè- 
tement spécifiés les signaux de sortie. 


9-6. Synthèse du schéma logique d’un automate 
microprogrammé d’après sa table de 
structure avec des nœuds 


Nous décrirons dans ce paragraphe la procédure séquentielle de 
construction du schéma logique d’un automate microprogrammé de 
Mealy, utilisant les résultats dégagés dans les paragraphes précédents. 

1. Supposons que la table de structure présente des chemins abou- 
tissant aux nœuds @,,..., OX et aux états a;,, . . ., am. On divise 
la table en N + M blocs de données dont chacun correspond à un 


P(Q) P(2) P(Q3) 


OprtsT Gts Plats  frts 1 Bo PGx, QoBoTiTsTs  OfiTe 


Fir. 9-19. Schémas logiques réalisant les fonctions ® (Q1), ® (Q2), ® (Q3) 


ensemble de chemins conduisant à un nœud ou à un état. Pour l’auto- 
mate microprogrammé défini par le tableau 9-4 on a N — 3 et M — 
— 7. Les blocs de données correspondants sont séparés entre eux par 
un trait horizontal. 

2. Réserver à l’ensemble de chemins menant à chaque nœud 
Qu (n =1,...,N) autant de circuits ET qu'il y a de lignes du ta- 
bleau réunis dans le bloc approprié. Les circuits retenus réalisent la 
fonction D (Q>) À (Qp; Qn) pour le chemin allant du nœud Q, vers 
le nœud ©, et la fonction a‘f°X (a;, Q,) pour le chemin allant de 
l’état a, vers le nœud Q,. 

3. Relier les sorties des circuits ET prévus dans le n° 2 pour le 
nœud @, au circuit OÙ qui produit la fonction ® (Q,). Les circuits 
élaborant les fonctions ® (Q.,), ® (Q.) et ® (Q:) du tableau 9-4 sont 
représentés sur la figure 9-19. 

4. Faire si possible une factorisation vers le haut pour la fonction 
® (Q,) comme décrit dans le $ 9-5. 

5. Diviser chaque ensemble de chemins allant vers l’état a» 
(m = 1, ..., M) en autant de sous-ensembles qu’il y a de micro- 
instructions différentes dans la colonne « Signal de sortie » de son 
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bloc de données. Par exemple, aux transitions vers l’état a, du ta- 
bleau 9-4 correspondent deux micro-instructions {y,, ys} et {ys}. 
Supposons que, dans le cas général, aux transitions vers l’état a, 
correspondent les micro-instructions Ÿ'm1, + : «+» Y mr: 

6. Réserver à chaque sous-bloc correspondant à Y ,: autant de 
circuits ET qu'il y a de lignes de la table de structure couvertes par 
ce sous-bloc. Ces circuits réalisent la fonction ® (Q,) X (Q>, 4m) pour 


a) YU à Rice R3 


ys À À1 


ni 7 


oatetil2  Cofotstits P(Q)x4 3 Bots Ts 


Gros T4 


D) yrye A R S2R3 


ysAR 
Be=) 


x BoTsT4 


Te Lo Ts Te 


Fig. 9-20. Schémas des transitions vers a,: complétion des fonctions d’excita- 

tion sur les transitions de mêmes micro-instructions (a), mise en fac- 

teur vers le haut (b), complétion des fonctions d’excitation sur toutes les transi- 
tions (c) 


le chemin allant du nœud Q, à a, et la fonction a‘f°X (a,, a») pour 
le chemin allant de l’état a, à l’état a». 

7. Relier les sorties des circuits ET prévus dans le n° 6 pour le 
sous-bloc Y,: au circuit OU: qui produit les signaux des micro- 
opérations intervenant dans la micro-instruction Ÿ ,:. 

8. Compléter les fonctions d’excitation sur toutes les transitions 
qui correspondent aux chemins issus du sous-bloc Y,,;. La fonction 


d’excitation complétée F mt est prélevée sur le circuit OÙU,.;. Le sché- 
ma correspondant aux transitions vers l’état a, du tableau 9-4 est donné 
sur la figure 9-20, a. 
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9. Faire si possible une factorisation vers le haut pour le circuit 
correspondant à la micro-instruction Y, et à la fonction d'excita- 


o “1 Fe A3 $o B 


ee ee) HE 
Le D 


SRE RE 
7 1 73 | ET39 QU26 OU16 Fe 
Pons on. J, 
HE DE _ “agen 
a Ë PE 
! le a ET15 OU37  ET4 ET24 ET38 


NE y3 


S R s 
£ ‘| 2% 
Rime: 

ERER: ET27 ET24 


OU37|  FET38 ET29 | OU16 OU26 FT27 QU37 FT39 ET38 OU6 OUZ7 
P(Qs) 
13 
& 10 & k 72 & 39 


à : ÉT2 
Sn pe 
Talç # P(Q) QBTs %2 $o Ÿ & 39 
& 9 Ty Te 


NA] E 4 F7 


TadslD(Q) Bite y Po 


OU 15 
Fig. 9-21. Schéma logique de l’automate de Mealy construit d’après le tableau 


tion F:. Remarquons que cela devient possible seulement après 
complétion des fonctions d’excitation dans le n°8: en effet, avant le 
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n° à, les circuits ET réunis sur le circuit OU,,; y fournissaient des 
fonctions d’ 7 res différentes (fig. 9-20, b). 


10. Si fl Y mi Æ ©, prévoir un circuit OU, et lui appliquer 


les sorties de rs les circuits OÙU,,: ( — En , T). Le circuit OU, 
devra élaborer les signaux des micro- opérations comprises dans 
T 


= = Ÿ m1 et la fonction d’excitation F, 0 Fi complétée 
1 —1 


sur toutes les transitions vers a. Les circuits OÙ ne produiront 
désormais que les signaux des micro-opérations contenues dans 


Y m NY m, Sans élaborer la fonction F,,:, car nous avons complété 
les fonctions d'’excitation sur 
toutes les transitions aboutis- 
sant à am (fig. 9-20, c). 

Au lieu des pas n°5 6 à 10, 
il serait préférable de faire, 
pour les signaux de sortie, 
une factorisation vers le bas 
combinée à une complétion 
des fonctions d’excitation 
comme décrit en fin du $9-5; 
or, les opérations que cette 
procédure implique ne sont 
pas faciles à faire à la main. 

11. Après avoir effectué 
les pas n°52 à 10 pour les 
N + M ensembles de chemins 
conduisant vers les nœuds et 
Fig. 9-22. Prédécodeur proposé pour la Jes états, faire si possible une 

synthèse de l’automate de Moore factorisation vers le bas pour 

tous les circuits ET impliqués. 

12. Prévoir un circuit OÙ pour chaque signal de micro-opération 
et chaque composante des fonctions d’excitation qui est produit plus 
d’une fois dans le schéma réalisé. 

13. Faire si possible une factorisation vers le bas pour tous les 
circuits OÙ du n° 12. 

Le schéma logique de l’automate de Mealy construit d’après le 
tableau 9-4 est donné sur la figure 9-21. Afin d'éviter les courses et 
d’assurer la stabilité des états, on a réalisé un schéma à mémoire 
double. 

Disons quelques mots sur la synthèse du schéma logique d’un 
automate microprogrammé de Moore d’après sa table de structure. 
La réservation des circuits pour les chemins de transition vers les 
nœuds se fait comme décrit dans les n°5 1 à 4 pour l’automate de 
Mealy. Les fonctions d’excitation sont réalisées et complétées s’il 
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y a lieu en analogie complète avec le cas de l’automate de Mealy. 
Quant aux signaux de sortie, on sait que dans le modèle de Moore les 
signaux des micro-opérations intervenant dans une micro-instruction 
donnée sont produits tant que l’automate se trouve dans l’état corres- 
pondant ; pour chaque état associé à une micro-instruction non vide, 
on construit donc une conjonction qui prend la valeur 1 quand l’auto- 
mate se trouve dans l’état donné. Dans ce cas le schéma de la partie 
droite du prédécodeur se présente comme il est montré sur la figu- 
re 9-22. Ici le signal de sortie Y; délivré par l’automate tant qu'il 
reste dans l’état a, est égal à a° (B°)’. 


CHAPITRE 10 


RÉALISATION MATRICIELLE DES AUTOMATES 
MICROPROGRAMMÉS 


10-1. Réalisation matricielle des réseaux 
combinationnels 


Les progrès réalisés ces dernières années par la technique des 
circuits intégrés ont permis d’atteindre un niveau d'intégration inouï, 
de sorte qu’il est devenu possible de mettre au point ce qu’on appelle 
l'intégration à grand échelle (IGE). Un cristal de tels circuits peut 
renfermer jusqu’à 1405 composants. Vu la grande complexité de tels 
systèmes, il n’est plus possible d'envisager leur réalisation (et on 
peut affirmer que de nos jours la conception de circuits électriques et 
celle de systèmes sont inséparables) sans un emploi poussé, à toutes 
les étapes de la conception, de différents modèles mathématiques 
formels et d'ordinateurs. 

A l'étape de la conception logique de systèmes numériques, se 
sont les unités de commande qui sont les plus difficiles à concevoir 
par suite de leur structure irrégulière et d’une grande diversité de 
blocs constitutifs. Sous ce rapport, sont particulièrement intéressan- 
tes les tentatives de régulariser la structure d’unités de commande 
sans pour autant introduire de redondance excessive. La réalisation 
matricielle de circuits logiques et d’automates est un pas important 
dans cette voie. 

Considérons la réalisation matricielle de réseaux combinationnels 
sur l’exemple de la synthèse d’un système de fonctions booléennes 
données dans la forme canonique disjonctive (FCD) : 


Ya = Tate V Tito V Lits : 
Ya = Lilo V Lit sty V Titota V Loti 5 (10-1) 
Ua = Litots V Lits V Titot ae 


Toute FCD d’un système de fonctions booléennes y,, ..., Yn 
des variables x,, . .. ., x, peut être réalisée par un réseau à deux ni- 
veaux : au premier niveau sont formés tous les termes e,, ..., em, et 
au deuxième, les disjonctions y,, . .., yx de ces termes. Pour le 
système de fonctions (10-1), le réseau en question comprendra au 
premier niveau les sept termes e,, . . ., e,, et au deuxième, les trois 
disjonctions y:, Y+, ys des termes e,, . .., ez. 
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Avec l’'IGE, les réseaux combinationnels sont souvent réalisés sous 
forme matricielle (fig. 10-1). On voit que M, et M, sont deux quadril- 


U; UN 


Fig. 10-1. Schéma synoptique de la réalisation matricielle des circuits combina- 


tionnels 


lages ; aux intersections des barres on peut placer un élément à semi- 
conducteur : un transistor ou une diode. Chaque barre horizontale de 


la matrice M, est associée à un 
terme e; du système de fonc- 
tions, et chaque barre verti- 
cale de la matrice M,, à une 
disjonction y, des termes obte- 
nus dans la matrice M,. On 
peut dire que la matrice M, 
forme À conjonctions diffé- 
rentes, à partir desquelles la 


matrice M, réalise N disjonc- 


tions différentes. Les matrices 
M; et M, sont construites 
avec des éléments à semi-con- 
ducteurs bipolaires ou des 
éléments M-D-SC *). 

Les figures 10-2 et 10-3 
montrent chacune une réalisa- 
tion matricielle des expres- 
sions (10-1) avec respective- 
ment des éléments bipolaires 


Fig. 10-2. Réalisation matricielle des 
expressions (10-1) Fée des éléments bipo- 
aires 


et des éléments M-D-SC. Notons que sur la figure 10-3 chaque 


*) La notation M-D-SC est utilisée pour métal-diélectrique-semi-conducteur. 
Le fonctionnement des éléments M-D-SC est basé sur le transfert des seuls por- 


teürs des charges majoritaires, contrairement au cas des éléments bipolaires. 


17% 
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barre horizontale de la matrice M, et chaque barre verticale de la 
matrice M, réalisent la fonction logique « négation d’une disjonction» 
(OU-NON) *), fonction qui est fonctionnellement complète en ce 
sens que toute fonction booléenne peut être représentée à l’aide de la 
seule fonction OU-NON. Ainsi, par exemple, une conjonction peut 


T; Ty Ty 


Fig. 10-3. Réalisation matricielle des 2 nn LES (10-2) avec des éléments 
M-D-SC 


être représentée comme une fonction OU-NON des valeurs inverses des 


variables d’entrée. Exemple: e, = Zite%4 = 21 V x2 \/ #4. De cette 
façon, chaque barre horizontale de la matrice M, de la figure 10-3 est 
associée à un terme de l’expression (10-1). Un transistor M-D-SC est 
placé à l’intersection de l’horizontale e, et de la verticale x, si la 
variable x, apparaît dans le terme e, sous forme complémentée et 


à l'intersection de l'horizontale e, et de la verticale x, si x, apparaît 
dans e, sous forme directe. Pour obtenir les fonctions y, en code droit, 
on doit inverser les sorties de la matrice M, car chacune des disjonc- 
tions est réalisée comme la négation de la fonction OU-NON appro- 
priée. Par la suite, pour ne pas compliquer l’exposé nous allons tou- 
jours utiliser les éléments bipolaires des matrices comme indiqué sur 
la figure 10-2. L'exemple ci-dessus suffit, à notre avis, pour que le 
lecteur puisse se faire une idée nette de la réalisation d’une matrice 


dans la base OUÙU-NON. 


*) Elle porte également le nom de fonction NI ou de fonction de Peirce.— 
. de t. | 
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Il est d’usage d'évaluer la complexité d’une réalisation matriciel- 
le de réseaux combinationnels par la capacité informationnelle glo- 
bale (la surface) des matrices, laquelle pour la structure de la figu- 
re 10-1 est égale à 


SM)= S(M:) + S(M;) = 2LH + HN (bits). 


On cherche à réduire la capacité d’information. À cet effet, le 
système de fonctions qu’on se propose de réaliser doit être représenté 
dans la forme canonique disjonctive comportant un nombre minimal 
de termes. 

Il est d'usage de représenter les matrices M, et M, pour un systè- 
me de fonctions booléennes donné par une table dont les colonnes sont 
les variables zx;, . . ., ær et les fonctions y1, . . ., yn. À chaque ter- 
me e, on associe une ligne de la table. A l'intersection d’une colonne 
x, (= 1,..., L) et d’une ligne e, (h = 1, ..., H) on inscrit un 
« 4 » si la variable x, apparaît dans le terme e,; sous sa forme direc- 
te, un «0 » si x, y apparaît sous sa forme complémentée (x;,) et on 
met un tiret si la variable x, n’y figure pas. A l'intersection de la li- 
gne e, avec la colonne y, (n= 1,..., N) on inscrit un « 1» si le ter- 
me e, est présent dans la fonction y, et un point dans le cas contraire. 
Les matrices de la figure 10-3 sont représentées par le tableau 10-41. 
Cette forme de représentation de matrices est très utile lorsqu'on 
envisage de confier la tâche de réalisation matricielle de réseaux 
à un ordinateur. 


Tableau 10-1 Tatleau 10-2 


Représentation tabulaire du schéma 
de la figure 10-2 


Deux fonctions de trois variables 


T1 Lo Z3 Ta Ur U2 Ys 


RS 
| -o | 

© | sors | 
[olrreol] 
CRC 
.-rreer 
= 0 06 0 = 0 


Montrons qu’un système de fonctions booléennes est susceptible 
d'une réalisation matricielle non seulement lorsqu'il est représenté 
dans la forme canonique disjonctive, mais aussi sous forme parenthéti- 
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sée de profondeur d’emboîtement quelconque. On s'assure sans peine 
que les fonctions y, et y. données par le tableau 10-2 se laissent écrire 
sous la forme: 


Yi = (Tito Vi) T3 V (TiTa VER) Ts ; | 
Ya = TiTo V (Tit2 V Tito) Ts. 


(40-2) 


Une réalisation matricielle des fonctions y, et y, directement 
d’après les expressions (10-2) est schématisée sur la figure 10-4, 


Fig. 10-4. Réalisation matricielle des formes parenthétisées 


2 = Tito V Tito y est la sortie de la matrice W, appliquée sur l’en- 
trée de la matrice M.. 


10-2. Réalisation matricielle triviale 
d’un automate microprogrammé 


Nous allons illustrer la réalisation matricielle d’un AMP sur 
l’exemple de synthèse de l’automate donné par le tableau 10-3 *). 
Rappelons que le tableau de ce type est le graphe des transitions de 
l’automate cherché, donné sous la forme d’une liste, chaque ligne 
du tableau correspondant à une transition. 

Ainsi par exemple, en examinant la 8-ième ligne du tableau 10-3 
on remarque qu'il existe dans l’automate une transition de l’état as 
(code 1110) à l’état as (code 0101) sous l’action de toute séquence 


d'entrée pour laquelle la fonction z,r10 vaut « 1 », avec apparition 
de « À » sur les sorties y:, Ye, yo et de « Ü » sur toutes les autres sorties. 
Comme pour la transition en question les bascules 7, et T, doivent 


*) Les éléments de mémoire sont ici des bascules du type D. 
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Tableau 10-3 
Table de structure de l’AMP 


Am | K (am) üs | K (as) X»h | Y'+ | D} h 
ai 0000 a; 0000 TiTo Yiÿo vs — 1 
as 0001 z, YiVeVi2 Ye D, 2 
dé 1010 TiTole YaY12 Y DD; 3 
az 1110 TiToTs Y1Y2 Yi D,D:D; 4 
| 
do 0111 do 0111 Te — Yo | DD3D, 5) 
as 1110 Te Ys5 Y, | DD,D; 6 
ls 1110 lg 1110 T10 VAUE Y, |D,D,D3 7 
ag 0101 Tal10 Y5YsU9 Ye D,D; 8 
do 0110 Lal10 U10Y15 Y10 D;D3 9 
CA 1101 CA 1101 EX Yisÿis Ys | D,D,D, | 10 
dé 1010 T; U1s Ya D;Ds 11 
ag 0101 ZT YisYia is D,D, 12 
d% 0001 as 0001 rx YaY11 re D, 13 
de 1010 T1 V16Y17 Y12 DiDs 14 
dé 1010 ai 0000 TG Y1Uo Ÿ: — 15 
ai 0000 Ts U16ÿ17 Ye = 16 
a; 0010 Œo 0111 Te YiaY18  Y15 | DoDeDy 17 
da 1101 Le Yisÿas Ys | DiDoD4 | 18 
ag 0101 a 1101 Lo Ve Y, | D,D,D, | 19 
a; 0010 Lo YaYe Yu Ds 20 
do 0110 do 0111 Let YsYsÿo Ye | DoDsDa | 21 
as 1110 Zi YsYsÿo Ya | DiD:Ds 22 
ag 0110 TeTi1 V10Y15 Y10 D,Ds 23 
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basculer dans l’état « 1 » et y rester, il faut qu'elles reçoivent en 
entrée les signaux valant « 1 » (on trouvera les symboles D, et D, 
dans la colonne D ;). 

On montre facilement qu’un automate microprogrammé peut être 
réalisé de façon triviale sous forme de la structure schématisée sur la 
figure 10-5. La matrice M£ (on a omis de représenter les inverseurs 
à ses entrées) forme les termes e;, . . ., e; Correspondant aux diverses 


ÿ} Un 
Fig. 10-5. Schéma synoptique d’une réalisation triviale des AMP 


transitions (lignes de la table de structure) qui ont lieu dans l’auto- 
mate, tandis que la matrice M, , élabore les micro-opérations et les 
fonctions d’excitation des éléments de mémoire sous forme de disjonc- 
tions des termes appropriés choisis parmi les e,,...,e. Par exem- 
ple, si dans la ligne k de la table de structure on trouve la transition de 
l’état a, à l’état a, sous l’action du signal d'entrée X ,, il correspond 
à cette transition, dans la matrice M5, la ligne réalisant le terme 
En = Am hp» OÙ Am eSt Comme auparavant la conjonction correspon- 
dant au code À (a,) de l’état a. Ainsi, par exemple, on tire du ta- 


bleau 10-33, e, = TiToTaTatito, 69 = TiTol 3T 4lyy + 98 = 
—= T'iT oT Tales. 

On conçoit que si une micro-opération y, est élaborée au cours des 
transitions n1, . . ., ñu de l’AMP (y, est inscrite dans Ü lignes de 
la table de structure), dans la matrice M,,, lui est associée une barre 
verticale réalisant la disjonction 


U 
Un = En V: . Venu = U Enu- 
U—= 
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Les fonctions d’excitation des éléments de mémoire D,, ..., Dr 
sont réalisées d’une façon analogue, c’est-à-dire si une fonction D, 
apparaît à la suite des transitions r:, . . ., ro de l’automate (D, fi- 
gure dans Q lignes de sa table de structure), il lui correspond dans'la 
matrice M,n une verticale réalisant la disjonction 


| Q 
Dr=enV...Verg= V ere 
q—= 


Ainsi, par exemple, dans le tableau 10-3 la microopération y, est 
inscrite dans les lignes 1, 2, 4 et 45, et la fonction D,, dans les li- 
gnes 3, 4, 6, 7, 10, 11, 14, 18, 19 et 22. On a 


Yi=eVeVeVess; 
D, = e3 Ve, eV e7V e0 V es V eux V 18 V €39 V enoe 99) 


La réalisation matricielle triviale de l’automate microprogrammé 
spécifié par le tableau 10-3 est schématisée sur la figure 10-6. Ici et 
dans la suite, afin d’alléger les clichés, on omet de représenter les élé- 
ments de charge ; quant aux inverseurs, ils sont figurés par des trian- 
gles. Les matrices de la figure 10-6, de même que celles des figures 10-2 
et 10-4, sont réalisées avec des éléments bipolaires, par conséquent, 
la réalisation est effectuée dans la base ET-OU. 

Les avantages de la réalisation matricielle triviale sont évidents. 
Tout d’abord, c’est la simplicité de conception de l’automate, le 
travail se ramenant en fait à l’application de la table de structure 
sur les matrices M et M,,. Notons que les diverses variantes de 
codification des états de l’automate ne compliquent pas le processus 
de son réalisation, ni son schéma, dont la complexité sera évaluée 
comme auparavant par la capacité informationnelle (surface) des 
matrices. On a dans le cas considéré 


S (M) = S (M%) + S (Mur) = (2L + 2R)H + (N + R)H (bits). 


L’inconvénient de la réalisation triviale consiste dans une 
redondance excessive des matrices M£ et M,,. Cela tient au fait 
qu'en général, chaque transition concrète de l’automate d’un état 
dans un autre n’est définie que par les valeurs d’un petit nombre de 
variables appartenant à l’ensemble des variables d’entrée ; en outre, 
les valeurs « 1 » ne sont pas prises par tous les signaux de sortie ni 
par toutes les fonctions d’excitation, mais par leur sous-ensemble 
assez restreint. Par conséquent, les matrices de la figure 10-6 sont 
faiblement remplies. 

Aussi cherche-t-on à réduire la capacité informationnelle globale 
(surface) des matrices lors de la réalisation des automates micro- 
programmés. On y parvient par différents procédés. Dans ce qui 
suit nous allons considérer quelques méthodes d'optimisation de 
schémas d’automates. 
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Fig. 10-6. Réalisation triviale des AMP 
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10-3. Passage à un nouvel ensemble de variables 
d’entrée lors d’une réalisation matricielle 
de l’'AMP 


Nous avons insisté plus haut sur le fait que le nombre de variables 
dont dépend essentiellement chaque transition dans l’AMP est 
faible devant l’ensemble des variables d'entrée X = {21, . .., ær}. 
Si l’on ne tient pas compte de cette circonstance, on arrive à des 
matrices M£ trop encombrantes, comme celle de la figure 10-5. 
Une des méthodes d’optimisation de schémas d’automates est fondée 
sur le passage de l’ensemble des variables d’entrée X à un ensemble P, 
composé en général d’un nombre moindre de variables. 

Désignons par X (a») l’ensemble des variables d'entrée qui 
définissent toutes les transitions de l’automate à partir de l’état 
4m. Dans notre exemple (voir tabl. 10-3): 


X (ay) = {tu 2, Tahs À (ae) = {T5} ; | 
X (az) = {Xe} ; À (ar) = {xs} ; | 
X (az) = {Ts; T0} : X (as) = {2e} ; | 
X (a) ={rn %};  X(a)={ro cu} | 
X (as) = {1} ; 


On voit que le plus grand nombre de variables dont dépend une 
transition est égal à 3 (transitions à partir de l’état a,). Désignons 
ce nombre dans le cas général par G et formons un nouvel ensemble 
de variables P — {p,, ..., p«}. Evidemment, G< L, mais en 
pratique on a le plus souvent G beaucoup plus petit que L. Dans 
notre exemple, G = 3, L = 11. On peut alors remplacer chaque 
variable de X (a), m = 1, ..., M, par une variable de l’ensem- 
ble P de façon à avoir p, = x, si dans l’état a, la variable x, a été 
remplacée par la variable p.. 

Supposons que, pour l’exemple considéré, on a effectué le pas- 
sage à un nouvel ensemble de variables comme résumé dans le ta- 
bleau 10-4. A l'intersection de la ligne a, et de la colonne p, on 
inscrit l'élément x, si dans l’état a, la variable x, est remplacée 
par p,. La ligne a; contiendra tous les éléments de l’ensemble 
X (am), chacun devant être mentionné une fois. 

Du tableau 10-4 on voit, en particulier, que p, est égal à x, 
dans les états a, et a;, à x, dans l’état a; et à x; dans les états a, et 
as L'expression de p, s’écrira alors 


P1 = Ati V Aot6 V Asta V Asti V Aote (10-5) 


En effet, si l’automate est dans l'état a:, on à 4, = 43 — À, = 
= 0, et À, = 1, donc p, = x,. Les expressions du type (10-5) pour 
Pis P2e et ps se déduisent directement du tableau 10-4 Un tiret 


(10-4) 
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à l'intersection d’une ligne a; et d’une colonne p, traduit le fait 
que la fonction p, est incomplètement spécifiée, c'est-à-dire que 
dans l’état a, elle peut être égale à toute variable de l’ensemble 
d'entrée. Ainsi, par exemple, en regard 


Tableau 104 Ge l'état a, (voir tabl. 10-4), on a mis 


Changement de variables un tiret dans la colonne p, et on a in- 


pour l’automate donné scrit les variables x, et x, dans les colon- 
par le tableau 10-3 


nes p, et p, respectivement, car toutes 
les transitions de l’automate de l’état a, 
sont définies par les seules variables x; 
et xs Après le changement de variables, 
ces transitions sont définies par les va- 
riables p, et ps et ne dépendent donc 
pas de ia variable p, qui peut de ce 
fait prendre, pour l’état a,, la valeur de 
n'importe laquelle des variables d’en- 
trée. De même, la variable p, n’est pas 
spécifiée dans les états as, a et «3. Grà- 
ce à cette circonstance, il est possible 
d'ajouter à l’expression (10-5) les dif- 
férents termes A,æx;, Aëtr, Ati et Ast: 
en vue d’une simplification de p.. Bien 
que la variable x; appartienne à l’en- 
semble des variables d'entrée X — 
—{t1,..., æ} de l’automate, il sera montré plus bas qu’il convient 
de choisir x; parmi les seules variables de la colonne p,. On a 


Pi = Ati V Aote V Asta V A5t1 V Aste V 
V [44 V 46 V A7 V 43) (21 V za V x) (10-6) 
Le crochet met en relief les termes ajoutés en vue de compléter 


l'expression de p,. Les expressions du type (10-6) pour p:, p, et ps 
se laissent déduire directement du tableau 10-4: 


pi= (di V 45 V Li V 46 V A7 V 43]) 1 V (43 V LA V 46 V 

V A; V A3]) ti V (42 V 49 VA: V 46 V A7 V sl) %e ; 
Pa= (Ai V [42 V 45 V 45 V 43 V Aol) ze V 

V (46 V [A2 V 45 V 47 V 
VA V Al) &: V (4 V [AV 45 V 47 V As V As]) 21 V 
IV (43 V 42 V 45 V 47V 453 V Aol) T0: 

Pa= (Ai V TA V 43 V 45 V 4s]) za V (47 V [AV 43V 45 V 

V A4 V A)) z8 V (4: V As V 42 V 43 V 45 V Al) ze V 

V (A V [42 V 43 V 45 V A6]) 11. 


= 


(10-7) 


em 


mnt où = mms me 
et SRE ARR RE 
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Sans nous arrêter sur les questions liées au codage des états 
d’automates microprogrammés, supposons que les états de l’auto- 
mate choisi pour illustrer l’exposé sont codés comme indiqué dans 


Tableau 10-5 


Codage des états 


le tableau 10-5. On a alors pour les variables p,, p, et p. Les expres- 
sions suivantes: 


Pi — Tri V Tati V TaTote 
Pa = To atoV Ti ots  Titr V Tal 310 : (10-8) 
Pa = Talsts VToTats\V Tito V To Tue 


Les expressions (10-8) peuvent également être réalisées sous la 
forme de deux matrices, comme montré sur la figure 10-7. Si dans 
la table de structure de l’AMP (voir tabl. 10-3) on remplace les 
variables x,, . .., x, par les variables p,, p., ps conformément 
au tableau 10-4, on obtient le tableau 10-6. Dans la colonne P,}, 
de ce dernier tableau on écrit le signal d’entrée apparaissant à la 
h-ième transition de l’automate et correspondant au signal d’entrée 
X}, du tableau 10-3 avant le changement de variables. Par exemple, 
à la transition (as, a;) inscrite à la huitième ligne du tableau 10-3 


correspond le signal d'entrée X3 = x,x,,+- Comme dans l’état a; la 
variable x, est remplacée par la variable p, et la variable x.,, par p; 
{voir tabl. 10-4), on trouve, à la huitième ligne du tableau 10-6, 
P8 = P1Po- 

Le schéma synoptique de l’AMP avec le changement de variables 
est montré sur la figure 10-8. Les matrices M, et M, réalisent les 
expressions du type (10-8), la matrice M», les termes F, = A»Pp 
tandis que la matrice M, , est la même que sur la figure 10-5. Remar- 
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Tableau 106 


Table de structure de l’AMP après le changement de variables 


Y1Y2 Yi —— 1 

YiVoYre Va D4 2 

YoU1e Y; DD3 3 

ds 1110 P1P2Ps8 Yiÿo Y1 | DiD:D3| 4 

&3 1110 Pi YsUs Y4 | D,D:D3 6 

l3 4110 az 4110 Pa VAVE Y4 D,D,D; 7 
ag 0101 PiPs Y5Yaÿ9 Ye D,D4 8 

do 0110 P1P2 | U10Y15 Y10 D,D3 9 

a, 1101 a, 1101 PoPs Yisÿis  Ys | D,D,D, | 10 
V7 1010 Pe U13 ŸY3 D,D3 11 

ag 0101 P2P3 YisYis Ÿ13 D,D, 12 

as 0001 ds 0001 Pi pousse Ye D, 13 
6 1010 P1 Y16ÿ17 Y12 DiD3 14 

ag | 1010 | a, | 0000 D Yi Ya = 15 
dj 0000 Pe Y16Y17 Ye ne 16 

a, 0010 do 0111 Ps YiaV18 Y,5 | D,D,:D,]| 17 
ds 1101 Ps UisY1s8 Y; DiD;,D, 18 

ag 0101 a, 1101 Ps Ve Y, | D,D,D, | 19 
a; 0010 Ps YaVe en D3 | 20 

9 0110 d> 0111 P1P3 Ysÿsÿo Ye | D>D3Di| 21 
ag 1110 Ps VEVPUT Yas | DiD,D3 22 

ag 0110 P1P3 | Vioÿ15 Y10 DD; 23 


T2 Lg Lg Ts Lyp 2 Ts 
Php is An Netot r 


V \/ V V/ 


| 

| 2.) 

P, Pz 
Fig. 10-7. Réalisation des fonctions ‘»;, Pa Ps 


4 Yn 


Fig. 10-8. Configuration d'un AMP après changement de variables 
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quons que dans la matrice M, une seule barre verticale suffit pour 
représenter une variabl= d’entrée, car dans les expressions (10-7) 
ces variables ne sont pas complémentées. 

Comparant les figures 10-5 et 10-8 on voit que la matrice M» 
est remplacée par les matrices M,, M, et M}. On gagne par le 
changement de variables d’entrée si la capacité d’information de la 
matrice M est plus grande que la capacité d’information globale 
des matrices M,, M, et M}. Dans l’exemple considéré, S (M,) + 
LS (Mn) + S (Mr) = (L + 2R) S + SG + (2G + 2R) H = 564 
bits et S (Mz) = (2L + 2R) H = 690 bits pour une réalisation 

triviale. Un gain modeste de 18 % est 
Tableau 10-7 tout à fait naturel pour un automate 


A üfre: Saviante aussi simple que celui que nous avons 
de changement examiné à titre d'exemple. Dans les 
de variables AMP réels de complexité moyenne, de 


paramètres ZL—$S — 50, H — 200, 
R=6et G—=5, on a S (MZ) = 22 400 
bits, ce qui fait plus que doubler la 
quantité S (M,) + S(M;) + S (Mr) = 
— 7750 bits. 

Il existe plus d’une façon de faire 
le changement de variables d’entrée et 
de coder les états de l’automate; par 
conséquent, on obtiendra les différen- 
tes expressions du type (10-8) et donc 
les différentes valeurs de S(M,) et 
S (M)). Il importe donc de faire le chan- 
gement de variables et de coder les états 
de l’AMP de la sorte que les surfaces des 
matrices M, et M, soient minimales 
possibles. Cette dernière condition est 
assurée par un nombre minimal de 
termes S dans les expressions du type (10-8). Notons que le nombre S 
ne dépasse pas celui des éléments (variables d’entrée) inscrits dans 
les cases du tableau du type 10-4. Autrement dit, 


M 
S< 2 1X (am): 


Ici | À (ax) | est le nombre des éléments de l’ensemble X (a), 
i.e. le nombre des variables d’entrée provoquant toutes les transi- 
tions possibles de l’automate à partir de l’état a. 

Supposons que dans notre exemple les variables d’entrée sont 
remplacées comme montré dans le tableau 10-7. On remarque que 
les variables x, et x, sont inscrites aussi bien dans la colonne p: 
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que dans la colonne p:. On déduit directement du tableau 10-7: 


Pi = (Ai V 45 V LA6 V 47 V As]) ti V : } 
V (43 V [46 V A7 V Al) ti V 
V (Aa V TA6 V 47 V 43) te V 
V (Ai V CA6 V 47 V 43])%o V 
V (49 V TA46 V A7 V Al) z11 ; 
Pa = (Ai V [A2 V 4: V 45 V AV 48 V Aol) te V 
V/ (46 V LA2 V 4 V 45 V A7 V 48 V 4o)) ts V , (10-9) 
V (43 V LA V A V 45 V 43 V A3 V Aol) Z40: 
Pa = (Ai V T42V 43 V 45 V A6]) t3 V 
V (49 V [AV 43 V 45 V Al) té V 
V (4 VTAV 43V 45 V A6]) tr V 
V (47 V4 V 43 V 45 V 46]) zs V 
V (48 V T4: V 43 V A5 V Al) to. ) 


Analysons les expressions (10-7) et (10-9). Supposons que dans 
les deux cas les états sont codés de la façon la meilleure en ce sens 
que toutes les expressions entre parenthèses fusionnent en une con- 
jonction unique pour former exactement un terme. Chaque fonction 

£ contiendra: alors autant de termes qu’on trouve de variables 
différentes dans la colonne p,.de la table de changement de varia- 
bles. Les tableaux 10-4 et 10-7 font voir que Le système (10-7) doit 
comporter onze termes et le système (10-9), deux termes de plus, 
car les variables x, et x, sont présentes aussi bien dans la colonne p, 
que P3. 

La conclusion qu’on en tire est qu’il faut tâcher d'éviter qu’une 
variable x, se rencontre dans plus d'une colonne p, de la table de 
changement de variables, ce qui n’est d’ailleurs pas toujours pos- 
sible. 

De l’analyse des expressions (10-7) et (10-9) ressort clairement 
l’importance de coder les états de l’automate de façon à assurer que 
les disjonctions dans les parenthèses fusionnent en une conjonction 
unique. Dans notre exemple (voir tabl. 10-5), il a été possible de 
tenir compte de cette condition lors du codage des trois termes sui- 
vants des expressions (10-7) : 


(41 V 45 V [44 V 46 V A7 V Aa): 
(42 V 40 V Ta V 46 V 47 V A3); 
(44 V 48 V [42 V 43 V 4: V Al). 


18—0723 
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Ainsi, la minimisation de la capacité d’information des matri- 
ces M, et M, dépend de la solution satisfaisante de deux problèmes : 

1) recherche d’un changement de variables tel qu’il minimise 
le nombre total d’occurrences de chaque variable x, dans les diffé- 
rentes colonnes p, des tables du type 10-4; 

2) choix d’un codage des états de l’automate tel qu'il assure le 
fusionnement le plus complet possible des conjonctions écrites dans 
les parenthèses des expressions du type (10-7) et donc minimise le 
nombre de termes différents dans le système de fonctions p,, ... 


Caen là deux problèmes combinatoires complexes qu'on peut 
résoudre par examen complet des variantes. Pourtant, même pour 
un AMP de complexité moyen- 
ne, le volume des calculs 
: 5 est tellement grand que même 
| | | un ordinateur ne peut en ve- 


TXL TG Tsdio  Tytg Te 
4; d GA y A 


nir à bout en un temps raison- 

nable. En pratique, on résout 

ces problèmes par des métho- 

des approchées susceptibles 

Fig. 10-9. Graphe de la relation « de fournir des résultats voi- 
sins des optimaux. 

Montrons qu’il est possible de ramener le problème de change- 
ment de variables à plusieurs problèmes indépendants de dimension 
moindre. À cet effet, introduisons sur l’ensemble des états de l'AMP 
une relation &© que nous définissons comme suit: nous dirons que 
deux états a; et a; vérifient la relation w si et seulement si les en- 
sembles À (a;) et X (a;) ont des variables communes, i.e. 


aoa; = X (a) NX (a) LD; ik j. 


Construisons le graphe Tl, de la relation w, en réunissant deux 
sommets a; et a; par une arête s'ils vérifient la relation « (fig. 10-9). 
À côté de chaque sommet — état a, — du graphe T, on a noté 
l’ensemble X (a). Il ressort de la définition même de la relation w 
que les différents sous-graphes ne peuvent comporter de variables 
d'entrée en commun; aussi, en procédant à un changement de va- 
riables dans les états appartenant à un sous-graphe quelconque, 
n'a-t-on pas besoin de prendre en considération la facon dont seront 
remplacées les variables dans les états d’autres sous-graphes. Il est 
clair que le problème de changement de variables se décompose en 
autant de sous-problèmes plus simples qu'il existe de sous-graphes 
non connexes dans le graphe de la relation w. La figure 10-9 met 
en évidence que, dans l’exemple considéré, il est possible de résoudre 


indépendamment l’un de l’autre six problèmes de changement de 
variables : 
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1) dans les états a, et a;; 

2) dans les états a, et @; 

3) dans les états a, et &3; 

4) dans l’état a;; 

o) dans l’état a, ; 

6) dans l’état a.. 

Il est naturel de s’attendre que la décomposition du problème 
de changement de variables ait pour effet de simplifier celui de 
codage des états de l’automate. 

Considérons encore une variante de changement de variables 
dans l’exemple traité (tabl. 10-8). À la différence du tableau 10-4, 
le tableau 10-8 comporte dans la troisième colonne une variable 
unique z3. On déduit directement du tableau 10-8: 


Pi = (Ai V 45 V [46 V A7 V 43]) ti V À 
V (43 V LA V 47 V Al) ti V 
V (42 V 49 V [46 V 47V Al) ze V 
V(4V [46 V 43V 43)) x ; 
Pa = (41 V LA V À5]) t2V 
A6 V [A4 V À:)) x 
V (46 V T4 V 451) ts V À (10-10) 
V (47 V T4 V 4sl)ts V 
V (4 V 43 VIA V 451) &o V 
V (43 V TA2 V 451) ti V 
V (49 V TA V As]) tu ; 
Pa = (Ai V TA V 43 V 4 V As V 46 V 45 V 
V 43 V Ao]) 3. ) 

En examinant les expressions (10-10) on remarque que p3 = x, 
car À, \V À: VV . .. V/ Ao = 1. Il ne sert à rien d'introduire p;: 
il vaut mieux d'utiliser à sa place la variable x; elle-même. Le 
tableau 10-8 se réduit alors au tableau 10-9. Dans la réalisation de 
l’'AMP par la structure représentée sur la figure 10-8, la variable x; 
est introduite directement dans la matrice M. Avec le même codage 


des états de l’automate que celui employé auparavant (voir tabl. 10-5), 
on obtient : 


Pi — TT V Titi TT at V To st à 
Pa Lol ste V Tales V Ti oT ts V | (10-11) 
VTT uto V TT oT 3%10 V TiToT tire 


Avec les expressions (10-11), la surface des matrices M, et M, 
sera visiblement moindre qu'avec les expressions (10-8). 


18* 
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Tableau 10-8 Tableau 10-9 


Encore une variante Tableau 10-8 réduit 
de changement de variables 


Réduire le nombre de variables nouvellement introduites n'est 
possible que si le changement de variables permet de répartir les 
variables d’entrée dans le tableau du type 10-8 de telle façon que 
certaines colonnes en comportent une seule. Ces variables d'entrée 
seront alors appliquées directement sur l'entrée de la matrice W} 
au lieu de variables p, correspondantes. Par ailleurs, il faut toujours 
s’efforcer de minimiser le nombre d’occurrences de chacune des 
variables d'entrée dans les différentes colonnes du tableau du ty- 
pe 10-8. Ainsi, en effectuant le changement de variables pour l’exem- 
ple traité conformément au tableau 10-9, on écrira dans la colonne 
P, du tableau 10-6, à la première, seconde, troisième et quatrième 
ligne respectivement, les signaux d'entrée 


Pipe Dis DiDetss PiPets 


sous l'effet desquels l’automate change d'état lorsqu'il a été placé 
dans l’état a.. 


10-4. Codage des micro-instructions 


Rappelons que lors d’une réalisation triviale (voir fig. 10-5), 
la matrice M4 produit À termes e;, ..., ex du type e, = A»Xp, 
définis par les transitions de l’AMP. Ici À, est la conjonction cor- 
respondant au code de l’état initial a», X, est le signal d’entrée 
inscrit à la k-ième ligne de la table de structure. La matrice M, 
réalise les micro-opérations y, (n = 1, ..., N) et les fonctions 
d’excitation des éléments. de mémoire D, (r = 1. ..., R) comme 
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disjonctions des termes correspondant aux transitions de l’automate 
qui sont accompagnées de l'élaboration des fonctions y, et D,. 
Comme, en général, le nombre de micro-opérations associées à chaque 
transition concrète est de beaucoup inférieur au nombre total de 
micro-opérations de l’automate, la matrice M,,, se trouve être 
nécessairement trop redondante lors d’une réalisation matricielle 
triviale. Le codage des micro-instructions permet de remédier à cet 
inconvénient. 

Codons les micro-instructions YŸ,, Y,, ..., Y+ de l’automate 
en binaire: À (Ÿ;) = (u, . . . up), où D est la longueur du code 
donnée par l’expression D — ] log, (T + 1) [; w;, prend ses valeurs 
dans l’ensemble £{0, 1}. Les micro-instructions qu’on rencontre 
dans l’exemple considéré (voir tabl. 10-3) sont les suivantes: 


Yo= D; Ve —{Ys; Vs Yo}; Vaa— {Vis Var); | 
'OEUTE DE V7 —{Yas Yi}; V3 — {Yiss Vas: | 

Va {Vs Vos Yahs Ye — {Ur Yu}; Vis {Us Yes Yo}; . (40-19) 
V3 —{Y13} ; Vo —{Y6} ; V5 — (Vins Yis}- 

Va {Us Vs}; Vo — {V0 Y15}; | 

V5 —={Y13 Vis} : Van {Yi V6} ; ) 


Désignons par B; = qi... qg;t? la conjonction correspondant 


au code À (Ÿ;), gà = Qu, qà — Qa, par analogie au codage des états, 
lorsque à chaque code de l’état a» (m — 1, ..., M) nous avons 
mis en correspondance une conjonction A, On a évidemment 
B; — 1 uniquement dans le cas où c’est la micro-instruction Y, 
qui se produit, tous les autres B; (it) étant à cette étape nuls. 

Si une micro-opération y, fait partie des micro-instructions 
Vus VB + +. Yo elle est définie par l'expression 


Un = Pa \/ Be V ss NPD; 


Comme, par exemple, y, € Y, et y, € Ÿs, on a ys = Ba V Be 
En d’autres mots, 


Un — CniB1 V ... V/ CnrBr; 


OÙ Cns — À Si y, appartient à la micro-instruction Y, et c,; = 0 
dans le cas contraire. 
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Tableau 10-10 


Apparition des micro-opérations de l’AMP 
dans les micro-instructions 


Yn | Y (Yn) Un Y (Yn) 
Yi Vus Yo U10 Y10 

Vo Vus Vo Ÿ> Y11 Ye 

yY3 Vas ia Y12 Vo Ÿ: 
Ya Yu Y13 Vas Ÿ5, Vis 
Us Yu Ye U14 Vis Vis 
V6 Yo Yu U15 Y10 

y; Ye U16 Y10 

LE V6: Ya U17 Ye 

UE Ver Via U1s8 Vs 15 


A chaque ‘micro-opération y, (n—1, . .., 18), le tableau 10-10 
met en correspondance l’ensemble Ÿ (y,) de micro-instructions dont 
y, fait partie. On déduit directement de ce tableau: 


yi= BV B;; Yr = B;; Yis = B3V BsV Bis 
Yo—=BiVB2VB3; Ys—BeV Bu: Ya Bis V Bis; | 

Ya = BiV Bi; yo = BV By; Yi5 = Br; * (40-43) 
Yi = By; Y10 = B10 ; Yi6 = Bus ; 

y5 = B,V Bs; Yu = Ps; Yir = Pie; | 

Ye — Ba Bi: ; Yi = B2VB7;  Yis—B;V Bi; J 


Une fois les micro-instructions codées, on compose le schéma 
matriciel de l'AMP sur la base de la structure représentée à la figu- 
re 10-10 où les matrices M, et M, réalisent les expressions du 
type (10-13). La matrice M,n fournit les fonctions g; (d = 1, ... 
..., D) définies par l'expression 


Qa = Cœtr V +. V Cane; 


OÙ En = AmX} est comme auparavant le terme correspondant à la 
h-ième transition ; cy, — 1 si le rang d du code de la micro-instruc- 
tion, associée à la h-ième transition et donc inscrite à la hk-ième ligne 
de la table de structure, vaut 1, et c;, — 0 dans le cas contraire. 

Ainsi, on réalise un gain avec le codage des micro-instructions si 
la capacité d’information de la matrice M,, (voir fig. 10-7) est 
supérieure à la capacité d’information globale des matrices M ,2, 
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M 3 et M,. Pour un automate de complexité moyenne, avec, par 
exemple, H — 200, N=T=5etD=R—=6,0onaS (M, se 
= H(N + R) = 11 200 bits et S (Mon) + S (M )+ S (M) = 
— H (D + R) + 2DT + TN = 5500 bits, ce qui constitue moins 
que la moitié de S (M,). 


dy OX 


ÿ1 Un 


Fig. 10-10. Configuration d’un AMP après codage des micro-instructions 


Voyons par quels procédés on peut réduire davantage la capacité 
d’information des matrices lorsqu'on fait appel au codage des micro- 
instructions. 

1. En examinant les expressions (10-13) ou le tableau 10-10 
on remarque que la micro-opération y,, par exemple, appartient 
uniquement à Ÿ.., et donc y, = Bu, ce qui veut dire qu’on peut 
la recueillir directement sur la sortie de la matrice M,. On peut 
procéder de même avec toutes les micro-opérations de l’ensemble 


Y 3 — {YU Uios Yiis Yiss Vie Yir} 


qui se rencontrent chacune dans une seule micro-instruction. On 
parvient de cette façon à réduire la surface de la matrice M,. On 
conçoit que si toutes les micro-opérations de l’automate s "expriment 
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à l’aide d’une conjonction unique, on n’a plus besoin de la matrice 
M,,, car elles sont formées toutes directement dans la matrice M3. 
Il est maintenant clair que le but d’un codage de micro-instructions 
est de faire de la sorte que le plus grand nombre possible d’expres- 
sions de la forme (10-13) forment un terme unique. La solution exacte 
de ce problème est donnée dans [18]. Grâce au fait que les micro- 
opérations d’un AMP participent chacune dans un nombre relative- 
ment faible de micro-instructions, on arrive à supprimer, par un 
codage judicieux de celles-ci, la nécessité de la matrice M, 

Notons que le codage des micro-instructions, tout comme le 
changement des variables, est un problème combinatoire complexe 
qu'on résout en pratique par des méthodes approchées euristiques, 
en général. 

2. Cherchons toutes les micro-opérations (ou les ensembles de 
micro-opérations) qui sont inscrites à une seule ligne de la table de 
structure. Nous adressant au tableau 10-3, nous remarquons que 
la micro-opération y, y est écrite à la 20-ième ligne uniquement, 
ce qui signifie que Ya — €20 et donc on peut la prélever directement 
sur la 20-ième barre horizontale du montage de la figure 10-8. 

Pour chercher l’ensemble Y 4 de micro-opérationssapparaissant 
chacune à une seule ligne de la table de structure de l’automate, 
on se servira utilement du tableau 10-11 qui à chaque micro-opéra- 
tion y, (n = 1, ..., N) met en correspondance l’ensemble E (y,) 


Tableau 10-11 


Apparition des termes E (yn) 
dans les micro-opérations y 


à | 
Un E (yn) | Un > <E (yn) 
VA Eyr E2s Ego €15 U10 Egr Éo8 
Y2 Cyr C2 Eggs Cas €15 Y11 18 
Us Egr Ê7r É22 _ Ye Eos € 
Ya €20 U18 E10» 11» 129 €18 
y5 Egs C7r gr 21 U14 E12r €17 
Ye €19r €20 V15 Eg» 28 
7 Es U16 Car €16 
Us Egr É21r É22 U17 E14r €16 
Yo Eg» 91» C02 V18 €10 17» €18 


des lignes du tableau 10-3, ou, en d’autres mots, l’ensemble des 
termes composant y,. On en déduit immédiatement que l’ensemble 
en question est Yp — {Ya, Yn Yu}. Les micro-opérations de l’'en- 
semble YA peuvent être prélevées directement sur la sortie de la 
matrice M£ de la figure 10-10. 
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3. Si une micro-instruction Ÿ, appartient à Yp, ie. ŸY; = ŸYpr, 
et donc toutes les micro-opérations qui la composent sont disponibles 
directement sur les sorties de MW», 


on n’a pas besoin de coder la micro- Tableau 10-17 
instruction en question (plus exacte- 

: Codage des 
ment, on lui associe un code com- 0 He TRC Lions 


posé de zéros, tout comme à Ÿ,). Il 
peut en résulter une réduction du Ts%a 
nombre de positions (digits) D requi- 00 01 

ses pour le codage de la micro-instruc- 


11 10 


tion (le nombre de barres des ma- dé CHRIS 
trices M, et M3, fig. 10-10). Dans o1 | Y, | Ye | | Yau 
notre exemple n’est pas codée la micro- Q19> 


instruction Y3 = Ÿg. 11 

Supposons que les micro-instruc- 
tions soient codées comme l'indique 10 
le diagramme de Karnaugh du ta- 
bleau 10-12. 

4. S'il existe des micro-opérations, non appartenant à ŸY#, 
qui se rencontrent toujours ensemble dans différentes micro-instruc- 
tions, on peut les prélever soit sur une même barre horizontale de 
M 3, soit sur une même barre verticale de M,, d’où réduction de la 
surface des matrices. Le tableau 10-10 permet de reconnaître immé- 
diatement de telles associations de micro-opérations. En effet, y; 
et y; se rencontrent toujours ensemble si Y (y;) = Y (y;). Dans notre 
exemple, de tels cortèges sont {ys; Yo}: {Yo Vis}r (i6» Vur)- 

Pour un exemple aussi simple que le notre, on peut suivre le: 
résultat de juxtaposition de variables dans les expressions du ty- 
pe (10-13) directement sur le diagramme de Karnaugh (tabl. 10-12). 


Yi = BiV Ba = iQ ; | 

Ya = Bi V BV B; = qu ; 

Ya = BV Bu — 9192939 V 91920304 ; 

Y5 = Bi V B6 = QoQ Qu; 

Ye = Bo V Bu — 1205 

Ve = Vo = BV Bis = Giga; LU (10-14} 
Yio = Y15 = P30 = 123 3 
Yy2 = BV Bz = G1Q3Qu ; 
U13 — BaV BsV Bis = 19293 V Gi2Q3Qu ; 
Ya = Pis V Bi5 = RENTE 
Yie = Ya = By = 192930 ; 
Vis = Bis V Bs — CALEUTE 


Ya Yo | | Ys 


Yo | Yo | Yu] Vis 


Les 
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10-5. Construction du schéma logique 


Après avoir effectué un changement de variables et un codage 
de micro-instructions, nous allons établir une nouvelle table de 


TD 


ÿ; Un 


Fig. 10-11. Configuration d’un AMP après changement de variables et codage 
des micro-instructions 


structure — le tableau 10-13 pour l'exemple traité. La colonne P}, 
de cette nouvelle table contient les signaux d'entrée, compte tenu 
du changement de variables conformément au tableau 10-9; en 


/ 
| 
| 
6 | 
| 
à 
— | 
UINGRES SRE 
js 
RNSRRER 
Dar 
CR 
& 
RE 
pe) 
BERRY 
ESS i 
RP 
p=——— ——— 
BL 
FÉp-T 
LUE D € 
Reese 
ALT Eh 9 
Eee 
LS M M 
| 
| SN 
D) 
| Ÿ 
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outre, deux colonnes sont ajoutées : celle des codes de micro-instruc- 
tions À (Y;) du tableau 10-12 et une colonne des symboles de celles 
des composantes qg, qui prennent une valeur unité dans le code de la 
micro-instruction ÿ;. 

La figure 10-11 montre le schéma matriciel de l’AMP après le 
changement de variables et le codage de micro-instructions, la 
figure 10-12 représente la réalisation matricielle de notre modèle 
de l’automate, en conformité du tableau 10-13. 

Les matrices M, et M, sont construites d’après les expressions 
(10-11). Les matrices M; et M, comportent chacune 23 barres 


Fi Ta Te Ts Top y Po Ts Le M 5 is 
ARE AE FANARAE7 —L + _ 
ne M M F2 C al 
ne m0 EE et) M 
RE — | + : 
PR EE D 2 PE RE D Ge + — 
PP EN EE D ER GE CHERE j_ Lo 
AE CPE er. dRSEERES ÿ7 
_- OU SG LS AP EE ER 6 SRE CE We MES À Mme: 
| SEE ELLE EEE ES EURSERE Us 
| TEE | TTILILri 48,49 
FOSPSPERSESSeRaRS +—— | none CENTS 
J 


15 HT SRE ES (9 ET PRES LE 
| à — + ——— 97 Y11 


00 RER Re | 34 
A 0 IE GA) GE GR EN MR A QE ES US CE 
CR ER = |: 


A RL A RER RER 


Fig. 10-12. Réalisation matricielle d’un AMP d’après le sché ma de la figure 10-11 


horizontales, chaque barre corr:spondant à une ligne de la table de 
structure (tabl. 10-13). Ici comme précédemment (voir fig. 10-2 
et 10-4), les matrices M,, M; et M à réalisant les conjonctions sont 
assemblées avec des diodes, et les matrices M}, et M,», pour les 
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Tableau 10-13 


Table de structure de l’AMP après le changement de variables 
et le codage de micro-instructions 


Am |K (am) &s K (as) Ph | Yi D} x (+) ga | k 
a; | 0000 | a; | 0000 P1P2 Yiÿe Yi ue: 0011 934 1 
ds 0001 Pi YiYoYr2 Yo D, 0001 ga 2 
dé 1010 P1P2T3 YoYio Y7 D;,D3 0101 Q2Qa 3 
az | 1110 D; Ysys Ya | DiDoD3 | 1100 | quid 6 
ls 4110 GA 1110 Pa Yays Yal DiD,D3 | 1100 Y1Qo 1 
ag 0101 P1P2 YsUsÿo Ye D,D; 0100 Q2 8 
do 0110 P1Po YroYi5 Yo P2D3 14101 Q19oQa 9 
aa | 1101 la 1101 P1P2 YisVis Ÿ5 | DiDoD4 | 1110 | gigo93 10 
ag | 1010 Pi Yis Ys| DiD3 | AAA | gigo93Qa | 11 
ag 0101 P1Pe YisYia Yusl DoDa 0010 Q3 12 
a; | 0001 | a; | 0001 Pi Yes Yel D _ _ 13 
dé 1010 P1 Yieÿir Yael DiDs 1000 Qi 14 
(7 14010 VA 0000 Poe EUR) Y; — 0011 Isa 45 
a] 0000 Pe UFTLEURR € —— 1000 Qi 16 
ay | 0010 | a, 0111 Pe Yraÿ1s Y15| D2D3D, | 1010 d193 17 
da 1101 Pe YisVis Y5 | D1D,D, | 1110 914293 18 
ag | 0101 | a, | 1101 Ds Ye Yo l D1D,D, | 1001 |  qiQa 19 
a; 0010 P2 YaYe Yi Ds 1011 1934 20 
ag |0110 | a, | 0111 P1P° YsYsÿo Ye | DoD3D; | 0100 Q2 21 
ag 1110 Pe YsYsYo Y14l D1D,D3 | 0110 Q2Q3 22 
d9 0110 P1P:2 YioY15 Viol DeDs 1101 14294 23 
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disjonctions, le sont avec des transistors. La matrice M, , a 8 barres 
verticales : quatre pour les fonctions D,, D,, D, et D, d’excitation 
des éléments de mémoire, et quatre pour recevoir le code à quatre 
positions des micro-instructions. La matrice M ; comporte les diodes 


sur la première barre horizontale à l'intersection avec les barres 
verticales T;, To, T3, Ta, P1 et p+, car le signal d'entrée inscrit 


à la première ligne du tableau 10-13 est p,p,, et le code de l’état 
initial À (a;) = 0000. Sur la première barre horizontale de la matri- 
ce M,hn on voit les transistors à l’intersection avec les barres verti- 
cales g:, ga, en conformité avec la première ligne du tableau 10-13: 
le code de la micro-instruction Ÿ, produite lors de la transition 
qu’on trouve dans la première ligne du tableau vaut 0011. La pre- 
mière barre horizontale de la matrice M, ne comporte pas de 
transistors sur les verticales D,, . .., D,, car le code de l’état de 
transition Æ (a;) — 0000 et les fonctions d’excitation essentielles 
sont nulles. De même, à la deuxième horizontale, A7 ; a les transis- 


tors sur les verticales p,, T., T», Ta, TA (le signal d'entrée écrit 


à la seconde ligne de la table de structure étant p. et le code de l’état 
initial À (a;) — 0000); dans M, les transistors sont sur les verti- 
cales 9; (Æ (Y,) = 0001) et D, (K (a;) = 0001), et ainsi de suite. 
Les matrices M , et M, sont construites d’après les expressions (10-14). 
La matrice M, s’est réduite à deux verticales pour les micro-opéra- 
tions y3 et 13, les seules non-réalisables à l’aide d’une conjonction 
unique. Les micro-opérations y4, y; et Y11, apparaissant une fois 
chacune dans la table de structure (tableau 10-13), sont prélevées 
directement sur les matrices Mr et M,2. 


10-6. Décomposition des matrices en réalisation 
triviale 


Revenons au schéma de réalisation matricielle triviale montré 
à la figure 10-6. On remarque que la partie gauche de la matrice M» 


(verticales associées aux variables x,, . . ., x.) comporte peu d'élé- 
ments (points). Il en est de même de la partie gauche de la matrice 
M,n avec les verticales y,, . .., y18. Intervertissons les barres 


horizontales et verticales de la matrice M4 de façon à en grouper les 
éléments autour de sa diagonale. Ceci fait, on peut essayer de trans- 
poser les verticales de la matrice W,,, dans le but de la diagonaliser, 
elle aussi. Le schéma de réalisation matricielle triviale prendra alors 
l'aspect montré sur la figure 10-13. On voit que les matrices M»z 
et M, se décomposent en trois sous-matrices chacune, par suite 
leur surface globale s’en trouve notablement réduite (fig. 10-14). 

Montrons qu’on peut en venir à l’aide de raisonnements formels. 
Désignons par E — {e,; ..., ex} l’ensemble des lignes de la table 
de structure de l’AMP, et par X (e;) et Y (e,) l’ensemble des varia- 
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Fig. 10-14. Décomposition des matrices M3 et 4,3 
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bles d’entrée et celui des micro-opérations inscrits dans la h-ième 
ligne de cette table *). Introduisons maintenant sur l’ensemble Æ 
une relation y que nous définissons comme suit: deux lignes e; 
ete; véritient la relation y si et seulement si l'intersection des ensem- 
bles X (e;) et X (e;) n’est pas vide, c’est-à-dire si au moins une 
variable d’entrée est inscrite à la fois dans la ligne e; et dans la 
ligne e;. 

Le graphe l, de la relation y pour l’AMP défini par le tableau 10-3 
est montré sur la figure 10-15. La relation y définit une partition 


5 21 7 
| 22 9 
6 93 8 
10 19 15 17 
9 ° 
1€ | | | 
vas 
PR 


Fig. 10-15. Graphe de la relation y 


nr, dont chaque ensemble comportera les sommets d’une même 
composante de connexité de T,. Dans notre exemple, 1, — 
— {E1, E?, ES, E%, ES, ES} — 1.2.3.4.13.14, 5.6.21.22.23, 7.8.9, 
10.11.12.19.20, 15.16, 17.18. Désignons par X (Æ*) l’ensemble des 
variables d'entrée inscrites dans les lignes de la partie Æ*. Il ressort 
des définitions de x, et de X (Æ°) que À (£E*) N X (E?) — pour 
deux parties quelconques £* et E7 (i -£ j). On voit que la partition 
n, entraîne la partition x, de l’ensemble des variables d’entrée 


X = {x;, ..., x}. Dans! notre exemple ns — ZiTotss Ladigs 5 


*) On a utilisé ici une même notatione, pour désigner le terme correspondant 
à la k-ième ligne et la h-ième ligne elle-même. Cela ne prête pas à confusion, vu 
que les variables X. (e}) inscrites dans la ligne e,; apparaissent toutes dans le ter- 
me e,. La même remarque en ce qui concerne l’ensemble des variables de sortie 
Y (e,) (voir plus bas). 
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Leurs Lilo, Le, Ce qui veut dire que la matrice M, de Ia réalisation 
triviale de l’AMP peut être décomposée en six sous-matrices disjoin- 
tes, avec les verticales correspondant aux variables entrant dans 
chacune des parties de 5, 

D'une façon analogue on décompose la matrice MWM,,. A cet 
effet introduisons sur l’ensemble Æ des lignes de la table de structure 
une relation + telle que deux lignes e; et e; vérifient cette relation si 
et seulement si l'intersection des ensembles Y (e;) et Y (e;) n’est 
pas vide, c’est-à-dire si les lignes e; et e; comportent au moins une 
micro-opération en commun. Le graphe l', illustrant l’exemple con- 


3 5 22 
1 ° 6 
15 21 
2 7 
4 8 


12 
10 13 14 19 


17 


11 
18 16 20 


Fig. 10-16. Graphe de la relation + 


sidéré est donné sur la figure 10-16. On conçoit que si le graphe l'. 
se décompose en sous-graphes non connexes, on peut définir une 
partition x., dont chaque partie comportera les micro-opérations 
inscrites dans les lignes de la partie correspondante de la parti- 


tion x.. Dans notre exemple x, = 1.2.5.4.15, 5, 6.7.8.21.22, 9.23, 
10.11.12.17.18, 13, 14.16, 19.20; at, — YiYoUios YsYsYsUo, YaUo 


YrYaus VioV15: YisŸiaV18 VieY17. On remarque que le nombre de parties 
de ñ., est de un inférieur à celui de x. ; ceci s'explique par le fait 
que l’ensemble des variables de sortie apparaissant dans la deuxième 
partie de x, (cinquième ligne du tableau 10-3) est vide. La matrice 
W,n de notre exemple est donc décomposable en au moins sept 
sous-matrices, c’est-à-dire autant qu'il y a de parties dans la par- 
tition 14. 

En réunissant les relations y et t, on peut obtenir une décompo- 
sition simultanée des matrices Mx et M,1. À cet eïfet, introdui- 


19—0723 
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sons une relation $ que nous définissons comme suit: deux lignes 
e;ete; de la table de‘structure vérifient cette relation si et seulement 
si À (e;) NX (e;) Æ © ou Ÿ (e;) NY (e;) Æ D, c'est-à-dire que les 


lignes e; et e; comportent au moins une variable d’entrée ou au 
FF T5 8 g 
INA 
AIR 


NS 
DANS 
AK 
NPA 


5 1 921 


2 


12 19 


18 20 
Fig. 10-17. Graphe de la relation $ 


moins une micro-opération en commun. Il est aisé de voir que $ — 
= yUTet ñg = nn, + n.. Le graphe l'; correspondant est donné 
sur la figure 10-17. Il se compose de trois sous-graphes définissant 
les ensembles des partitions 7, px et TNpy: 


ns = 1.2.8.4.18.14.15.16, 5.6.7.8.0.21.22.08, | 
10.11.12.17.18.19.20; 


| (10-15) 


TMpy — YiYoUrU 1112 asVats YsY5UeHoU10V15> ViY6U13U1sU18- ) 


Les relations (10-15) font voir que la relation $ permet de définir 
une partition de la table de structure de l’'AMP telle que les varia- 
bles d’entrée et celles de sortie se séparent (tabl. 10-14). 
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Tableau 10-1 


Table de structure de l’AMP remaniée en fonction de la relation f 


di 0000 | a; 0000 L1To Y1Yo Ti — { 
as 0001 T] YiVoYio Ye D, 2 

Ze 1010 TiTols YoYyo Y, D,D3 3 

&3 1110 LIT T3 YiYo 1 D,D,D3 4 

di 0001 as 0001 ZT U-U11 Æ D, 13 
UT 1010 T1 Y16Y17 V9 D;D; 14 

GR 1010 | a 0000 Ts YriŸo r: — 15 
a] 0000 Ts U16Y1: Yo —_ 16 

Go 0111 Go 0111 Te — Yo D,D,D, 5 
a3 1110 Te EVE Y, D,D,D; 6 

a3 1110 a3 1110 T10 VEVE Y, D,D,D; 7 
Ag 0101 Tal1o Y5Yseÿ9 Ye D,D, 8 

ag 0110 TaT10 U10Ÿ15 V0 D,D3 9 

Ag 0110 à, 0111 TeTu YsUaUo Y, D,D,D, 21 
43 1110 x YaYeU Y D,D,D3 22 

do 0110 cn YioU1s ., DrD3 28 

aa | 1101 | a, | 1101 T-To Fos Yi D,D,D, 10 
Œ 1010 T7 V3 Ya D,D; 11 

ag 0101 220 U13Y1a Y13 DD; 12 

a; 0010 | a, 0111 Ta YaYre V5 D,D3D, 17 
Ga 1101 E? VisV18 Y5 D,D,D, 18 

ag ji! ay | 1101 FA Ve ÿ: D,D,D, 19 
| u- 0010 Lo Yale Yu D; 20 


19% 
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Pour décomposer les matrices MX et M, on procède d’une 
façon analogue (voir fig. 10-14). Notons que le tableau 10-14 per- 
met d’effectuer le changement de variables et le codage des micro- 
opérations indépendamment pour chacune de ses parties. Si le 
nombre d’ensembles de la partition x (ici x désigne n'importe 
laquelle des partitions dont il a été question ci-dessus) s'avère être 
trop élevé et s’il est désirable de décomposer les matrices en un 
nombre moindre de sous-matrices, il convient de réunir certains 
ensembles de x. On obtient de la sorte une partition x > n avec 
un nombre voulu d’ensembles dont on se servira pour la décomposi- 
tion des matrices. 


CHAPITRE 11 


SYNTHESE DES AUTOMATES MICROPROGRAMMÉS 
AVEC DES MATRICES LOGIQUES PROGRAMMABLES 


11-1. Matrices logiques programmables 


Outre les circuits intégrés IGE à structure matricielle individua- 
lisée que nous avons considérés au chapitre précédent, l’industrie 
électronique moderne produit une gamme étendue de matrices 
logiques programmables (MLP). Une MLP représente un bloc fonc- 
tionnel, fabriqué selon une technique des circuits imprimés avec 
des diodes et transistors, destiné à être utilisé pour la réalisation de 
circuits logiques de systèmes numériques. Un intérêt accru ces 
derniers temps pour les MLP tient à plusieurs raisons [24]: 

1) en raison d’une complexité toujours croissante du logiciel, 
la tendance est de réaliser de plus en plus de fonctions logiques des 
ordinateurs modernes sous forme de circuits; 

2) la technologie des circuits intégrés a bénéficié ces derniers 
temps de nouvelles solutions logiques et techniques dont l'effet 
a été entre autres d'augmenter la capacité d’information des MLP ; 

3) sont implantées en pratique des méthodes de conception auto- 
matisée assistée par ordinateur; 

4) avec la possibilité pour le client de programmer lui-même 
ses MLP, la voie est toute tracée pour les utiliser dans le matériel 
de destination diverse. 

Selon leur organisation, on distingue les MLP combinationnelles 
et les MLP à mémoire. 

Une MLP combinationnelle (fig. 11-1, a) se compose de deux 
matrices M, et M,, la première délivrant qg termes de s variables 
(complémentées ou non), et la seconde, { disjonctions des termes 
fournis par la matrice M,. La MLP représentée sur la figure 11-1, a 
est un réseau combinationnel; aussi tout système de fonctions boo- 
léennes y1, - . ., yn (N Lt) de variables x,, . .., æ1 (LS) dont 
la forme normale disjonctive comporte A termes (H < q) peut-il 
être réalisé à l’aide d’une seule MLP. Au cours de ce chapitre, les 
matrices logiques programmables combinationnelles seront désignées 
MLP (s, t, q) et figurées sur les dessins comme montré sur la figu- 
re 11-1, b. 
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A la différence d’une MLP (s, t, g), une MLP à mémoire 
(fig. 11-2, a) possède dans le circuit de retour, entre les matrices 
M, et M,, un registre RG à r positions binaires. La matrice M, 


a) S 0) 


DE En NN 


Fig. 11-1. Une MLP de logique combinationnelle (a); son symbole 
graphique (b) 


peut fournir g termes de s + r variables (complémentées ou non), 
et la matrice M,, t + r disjonctions des termes obtenus dans la 
matrice M,. Le nombre r d'éléments de mémoire du registre est 
choisi de façon que l’on ait 27 > q. La MLP représentée sur la 


a) 1 s b 


FO # 
Fig. 11-2. Une MLP à mémoire (a); son symbole graphique (b) 


figure 11-2, a est un circuit doté d’une mémoire; une telle MLP 
suffit à elle seule à réaliser de façon triviale un automate à L<Ss 
variables d'entrée, N < t variables de sortie (micro-opérations) et 
H < g transitions, comme dans le cas du montage de la figure 10-5. 
Une matrice logique programmée à mémoire sera désignée 
MLP (s, t, q, r) et figurée comme montré sur la figure 11-2, b. 

L'industrie électronique soviétique produit actuellement en 
série les MLP des deux types avec 12<sæ&t< 24, 48 < q < 9,6, 
F< 13: 
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L'organisation d’une MLP combinationnelle ressemble à celle 
d’une mémoire à semi-conducteurs schématisée sur la figure 11-3. 
Les deux schémas diffèrent par le mode d’accès de la matrice M, 
qui est souple dans les MLP, ce qui facilite la réalisation des circuits 
logiques. Les avantages des MLP sont 
les suivants: DS 

1) la matrice M, d’une MLP est pro- | | 
grammable, à la différence du décodeur 
DC d’une mémoire à semi-conducteurs 
qui manque totalement de souplesse; 

2) le nombre desorties d’un décodeur 
est nécessairement maximal: g = 2°. La 
matrice M, d’une MLP en possède moins : 
g<<2$. Si dans la mémoire chaque 
séquence d’entrée provoque l'apparition 
d’un terme et d’un seul, i.e. sélectionne 
un mot et un seul dans l’ensemble des 
mots mémorisés, il en est tout autre- 
ment d’une MLP: 1 ë 


a) une partie de séquences d'entrée Fig. 11-3. Mémoire à semi- 
peut être non significative, i.e. n’exciter conducteurs 


aucun terme, ne choisir aucun mot dans 
la matrice M,, ce qui équivaut à la sélection dans la mémoire de 
mots composés de zéros ; 

b) chaque terme de MLP prend la valeur unité pour k — 2° 
séquences d'entrée, où nr est le nombre d'entrées non essentielles 
pour le terme en question. Plusieurs séquences d’entrée peuvent 
donc exciter un même terme, i.e. choisir un même mot dans la 
matrice À, ; 

c) une même séquence d'entrée peut provoquer l'excitation de 
plusieurs termes (leur faire prendre la valeur unité), ce qui fait 
que plusieurs mots sont sélectionnés à la fois dans la matrice M, 
et sur les barres de sortie on obtient leur disjonction rang par rang; 

3) dans le cas d’une mémoire, l’adjonction d’une entrée a pour 
effet de doubler les dimensions de la matrice W,; pour une MLP 
il n’en est pas de même: le nombre de ses entrées est limité par les 
possibilités de réalisation physique de la matrice MW, et peut être 
assez grand, avec par ailleurs toujours q € 2°. 

En résumé, une mémoire réalise la table de vérité du système 
Yi - - «+, Yn de fonctions booléennes de l’ensemble x,, . .., xr 
de variables d'entrée (N et Z ne dépassant pas respectivement la 
longueur de mots et le nombre de positions de l’adresse mémoire). 
Quant à la MLP, elle réalise la forme normale disjonctive de ce 
système de fonctions, le nombre de termes distincts ne devant pas 
dépasser g, qui est le nombre de termes de la matrice M,. D'où 
son champ d’application: la MLP est destinée à la réalisation de 
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fonctions à grand nombre de variables et à un nombre de termes 
relativement petit, i.e. de fonctions typiques de la majorité écrasante 
d'unités de commande réels. 

Suivant le mode de programmation, qui est en fait le mode 
d’interconnexion de barres des matrices, on distingue deux types 
de MLP. 

1. Les MLP programmées en cours de fabrication. Dans les MLP 
de ce type, les interconnexions des barres de matrices se font par 
masquage au dernier stade du processus de fabrication et ne peuvent 
pas être modifiées par la suite. Le plus souvent le masquage est 
utilisé dans la métallisation de certaines portions du cristal dans 
le but de réaliser des connexions des sorties des éléments aux barres 
des matrices de MLP. On dit parfois que c’est là une programmation 
par masquage. 

2. Les MLP programmables par l'utilisateur. Les MLP de ce 
type sont livrées au client non programmées. Celui-ci procède à leur 
programmation au moyen de dispositifs spéciaux par suppression 
de connexions superflues (barrettes, jonctions de transistors, etc.). 
Aïnsi, la fabrication des MLP se termine chez le client qui effectue 
également tous les contrôles et vérifications. Le procédé de program- 
mation le plus souvent employé consiste à éliminer les intercon- 
nexions inutiles par brûlure des barrettes sous l’action d’un courant 
d'intensité élevée. Un autre procédé consiste à percer une jonction 
de transistors. 

D’après les communications récentes, il existe à l’heure actuelle 
des MLP reprogrammables. La reprogrammation s'effectue par un 
procédé électrique après effacement du contenu de la MLP par un 
rayonnement ultra-violet (parfois aux rayons X) ou sous l’action 
d’un courant électrique, le procédé étant appliqué séparément pour 
chaque interconnexion concernée. 

On peut étendre les possibilités fonctionnelles des MLP en réu- 
nissant dans un montage plusieurs MLP : on réunit soit les sorties, 
soit les barres assignées aux termes pour obtenir un schéma équiva- 
lent à une MLP à nombre élevé de sorties ou de termes respective- 
ment. 

Si l’on veut obtenir à partir d'une MLP (s, é, q) un montage 
qui possède Æt sorties, il suffit de réunir les entrées de même nom 
de  MLP. Sur la figure 11-4 on donne à titre d'exemple un montage 
avec un nombre double de sorties qui est réalisé par l’assemblage 
de deux MLP (s, #, g). Le montage obtenu est équivalent à une 
MLP de paramètres s, 21 et qg. En extension k-uple du nombre de 
sorties, les matrices M, de toutes les 4 MLP (s, t, q) sont identiques, 
tandis que les matrices M, permettent de réaliser un système de kt 
fonctions de s variables avec q termes. 

__ Supposons que l’on se propose de réaliser, avec des MLP (10, 
10, 20), un système de fonctions booléennes y,, . . ., Yso de varia- 
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bles x,,..., x, dans la forme normale disjonctive (FND) qui com- 
porte vingt termes distincts e,, . . ., €. Décomposons ce système 
d’une façon arbitraire en deux systèmes de dix fonctions chacun, 
disons Yi, - . ., Yo Ct Yuss - + +» Yoo- Les fonctions y,, . . ., Y10 
dépendent d’au plus dix variables, tandis que leur FND comporte 
au plus 20 termes; par conséquent, les y,, . .., y:9 peuvent être 
réalisées avec une seule MLP (10, 10, 20). Mais les fonctions y,,, . .. 

.…, Yoo peuvent elles aussi être réalisées avec une seule MLP (10, 


1 y É+1 2t 


Fig. 11-4. Duplication du nom- Fig. 11-5. Duplication du nom- 
bre de sorties d'une MLP bre de termes d'une MLP 


10, 20). En réunissant donc deux MLP (10, 10, 20) comme montré 
sur la figure 11-4, on assure une réalisation triviale du système 
donné. 

Si l’on cherche à obtenir une augmentation k-uple du nombre de 
termes avec des MLP (s, #, q), il convient de réunir aussi bien les. 
entrées que les sorties de même nom de toutes les 4 MLP (s, #, a). 
Les sorties sont reliées entre elles par l'intermédiaire des circuits 
logiques OÙ. Dans le cas général, pour une augmentation k-uple 
du nombre de termes, on aura besoin de t circuits OÙ à k entrées. 
À l'heure actuelle sont commercialisées des MLP (s, t, q) dont les 
sorties peuvent être connectées entre elles directement. La figu- 
re 11-5 montre deux MLP (s, t, q) connectées en vue de réaliser 
une augmentation du nombre de termes. Le montage est équivalent 
à une MLP de paramètres s, f{, 2q. En extension k-uple du nombre 
de termes, les matrices M, de toutes les 4 MLP (s, t, q) réalisent kg 
termes distincts qu’on peut ensuite utiliser dans la FND de n’importe 
laquelle des t fonctions. 

Soit à réaliser, avec des MLP (10, 10, 20), un système de fonc- 
tions booléennes y,, . .., y.9 de variables x,, . .., æ,9. Il s’agit 
notamment d'obtenir la FND du système composée de 40 termes 
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distincts e,, . .., €. Décomposons l’ensemble des termes {e,, ... 
. €x0} en deux sous-ensembles, disons ÆE, — {e,, . .., eo} et 
Ey = {ezs, - . ., 40}. Obtenons £, avec l’une des MLP (10, 10, 20) 


et Æ, avec l’autre. Soit y, = €; a € \/ €»1 V €2o. On peut alors 
réaliser y; — €, \/ e, dans la première MLP (10, 10, 20) et y? — 
— €31 \/ 22 dans la seconde ; la fonction y, se présente comme leur 
disjonction : Yi = Y; V UE on l’obtient en reliant les sorties y; et 
y; des MLP utilisées. Si l’on réunit deux MLP (10, 10, 20) comme 
montré sur la figure 11-5, on obtient une réalisation triviale du 
système de fonctions donné. 

On peut procéder à une augmentation simultanée du nombre de 
termes et du nombre de sorties de MLP (s, t, qg). Dans le cas d’une 
MLP à mémoire, lorsqu'il s’agit de k-upler le nombre de sorties, 
il convient de connecter, tout comme dans le cas de MLP (s, £, q), 
les entrées respectives de toutes les 4 MLP (s, #, q, r). 

Réaliser avec des MLP (s, t, q) un système de fonctions booléen- 
nes de variables dont le nombre Z dépasse le nombre s d’entrées 
de la MLP, ou un AMP avec L > s variables d'entrée et H => q 
transitions à l’aide des MLP (s, é, q, r) n’est pas aussi simple que 
cela peut paraître. Les réalisations des cas évoqués font appel à des 
méthodes de décomposition des fonctions booléennes et des auto- 
mates microprogrammés. 


11-2. Synthèse des automates microprogrammés 
avec des MLP combinationnelles 


L'automate microprogrammé à réaliser sera comme auparavant 
spécifié à l’aide d’une table de structure du type du tableau 10-35. 
Soit Æ le nombre de lignes de la table de structure, À celui d’élé- 
ments de mémoire de l’automate et X — {x,, ..., x} et Ÿ — 
— {y,, ..., yn} les ensembles de variables d'entrée et de sortie 
respectivement. On montre que si les paramètres de l’AMP vérifient 
les relations 


L+R<Ss, N+R<I H<3g, (11-1) 


on peut en envisager la réalisation triviale (fig. 11-6) avec une seule 
MLP (s, t, q), directement d’après sa table de structure, tout comme 
dans le cas de la réalisation triviale matricielle. Les rôles des matri- 
ces À], et M, de la MLP (s, t, q) concernée sont répartis comme 
suit: M, fournit l’ensemble des termes E = {e,, ..., en} et M, 
l’ensemble {y,, . .., yn, D, ..., DA} des fonctions de sortie et 
des fonctions d’excitation de la mémoire de l’automate. Ainsi, si 
l’application du signal d’entrée X}, produit la transition am — a, 
inscrite dans la h-ième ligne de la table de structure de l’automate, 
il correspond à cette transition le terme de la MLP (s, t, q) réalisant 
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la conjonction e;, = AmXp; Où Am est la conjonction correspondant 
au code À (am) de l’état a». Si, dans la table de structure, la micro- 


opération y, est inscrite dans les lignes de numéros n1, ..., ny 
et la fonction d’excitation D, dans les lignes de numéros r;, ..., ro, 
alors 

Un — Enys + + + EU) 

D, — Er1 . ErQ: 


Lorsque les paramètres de l’automate ne vérifient pas une au 
moins des relations (11-{), on aura besoin pour le réaliser de plusieurs 
MLP (s, t, q) reliées entre elles de façon appropriée. Supposons pour 
fixer les idées que seule la seconde relation de (11-1) n’est pas véri- 
fiée. On peut alors envisager une réalisation de l’automate basée 
sur l’extension du nombre de sorties de 
MLP fs, t, qg), avec le coefficient d’ex- 


tension 
Tag. 
— | À R | . 


y d 


t 


Dans le cas où c’est le nombre } de 
lignes de la table de structure qui dépasse 
la valeur du paramètre g, les deux autres 
relations ayant lieu, on peut envisager 
une extension de MLP (s, t, q) qui don- 
nerait une augmentation du nombre de 
termes, avec 


YU Un 
k — H : r TJ: > 
= | "q | . Fig. 11-6. Réalisation tri- 
viale d'un AMP avec une 
Lorsque deux relations à la fois MLP (s, t, q) 


de (11-1), la deuxième et la troisième, 

ne sont pas vraies, on peut réaliser l’automate, en faisant appel 
à l'extension simultanée du nombre de sorties et de celui de 
termes de MLP (s, £#, q). Signalons qu'une telle réalisation présente 
l'inconvénient de nécessiter trop de matériel; aussi les méthodes de 
synthèse d’'AMP sur la base des MLP combinationnelles avec exten- 
sion par sorties et par termes ne peuvent donc être conseillées que 
pour la réalisation d’automates relativement simples, aux valeurs 
des paramètres L, N, R et H peu élevées. 

La construction d’'AMP de grande dimension, dans les conditions 
où aucune des relations (11-1) n’est vérifiée, est loin d’être triviale, 
mais suscite en revanche nombre de difficultés. 

Cherchons à réaliser un AMP avec des MLP combinationnelles 
dans un montage où les sorties de MLP (s, t, q) ne sont pas reliées 
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à ses entrées (fig. 11-7) [11]. On conçoit que dans ce cas le nombre 
de variables d'entrée X (e,) dans chaque terme e, (le nombre de 
lettres dans chaque conjonction inscrite dans les lignes de la table 
de structure) ne doit pas dépasser s — R: 


[ X (e) | <s— À, (11-2} 


condition, en général, réalisable, même pour des automates micro- 
programmés de structure très complexe. Nous allons supposer que 
chaque terme e; (h = 1, ..., H) apparaît dans au plus t fonctions 


T, Ty, 


Fig. 11-7. Réalisation à un niveau d'un AMP avec une MLP (s, #, q) 


de sortie et fonctions d’excitation de la mémoire de l’automate, 
i.e. que le nombre de micro-opérations et de fonctions d’excitation 
inscrites dans une ligne de sa table de structure ne dépasse pas £: 


F(e;)|<t. (11-3) 


Ici F(e;) désigne l’ensemble de fonctions auquel appartient le 
terme e,. Le problème de synthèse d'AMP avec des MLP (s, #, q) 


se pose donc comme suit: sur l’ensemble E = {e;, , em} de 
termes de AMP vérifiant les conditions (11-2) et (41- _3), chercher 
une partition ar — {£E7, ..., EU}, minimale quant au nombre de 


parties £"* et telle que chacune de ses parties vérifie les relations 
| À (EN I<s— À; (11-4) 


|F(ENI<t; (11-5) 
|E*I< q. (11-6) 
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X (E*) de (11-4) est le nombre de variables d’entrée apparais- 
sant dans tous les termes de la partie £": 
X(E")= U X(e). 


e EE" 


F (E”*) de (11-5) est l’ensemble des fonctions de sortie et des 
fonctions d’excitation de la mémoire de l’automate dans lesquelles 
apparaissent les termes de la partie £": 

F(E)= ÙÜ F(e) 


en£E" 


Nous allons ici décrire un algorithme approché séquentiel de 
recherche de la partition x#- des termes de l’'AMP. L'’exposé sera 
illustré sur l’exemple de synthèse de l’AMP donné par le tableau 10-3, 
les matrices utilisées seront des MLP (10, 10, 20). D'après le ta- 
bleau 10-3, on construit le tableau 11-1 dans lequel à chaque terme e, 
sont mis en correspondance son ensemble X (e,;) des variables d’en- 
trée et les ensembles Y (e,) et D (e,) des fonctions de sortie et des 
fonctions d’excitation de la mémoire où ce terme apparaît *). On 
tire immédiatement du tableau 11-1 qu'on ne peut pas choisir 
arbitrairement les combinaisons des termes à réaliser à l’aide d’une 
même MLP. Si, par exemple, on rapporte à une partie E"* les ter- 
MES €3, €g 91, il Y à violation de la condition (11-4), car X (E*) — 
= {Lys Los Lys Las Les Lio» T1}. D'une façon analogue, l'inclusion 
dans une même partie ÆE? de termes e.,, e, e,9 conduit à la non- 
observation de la condition (11-5), car dans ce cas F (E7) — 
— {Yi Vos Vos Us: Us: Uisr Vis: D;, D;, D ;, D}, bien que la 
relation (11-4) soit vérifiée: X (E?) = {x,, te, y, to}. 

Dans notre algorithme nous allons nous guider sur trois critères 
principaux : 

4. c(e;, e;), proximité de deux termes e; et e;; 

2. c(e;, E"*), proximité du terme e; et de la partie E"; 

3. W(e;, E"), fonction de poids du terme e; par rapport à la 
partie £" € E. Ici e; est le terme qu’on n’a pas inclu dans la partie 
E" (e; € EE"), et w (e;, E") constitue le critère utilisé pour juger 
s’il faut ou non inclure le terme examiné dans la partie £* de la 
partition fp. 

On définit la proximité de deux termes par l'expression 


ce, ej) = k1X (e) NX (e;) | + k2 | Y (ei) NY (ei) | + 
+ k3 | D (e) ND (e;)1,  (11-7) 


*) Nous n'avons retenu, pour l’inscrire dans le tableau 11-1, qu’un élément, 
notamment y;, Ug, Yio €t Y16, des deux formant chacun des ensembles {y,, Yu}, 
{Ugs Vo}s Y10+ Y15} € {Y16» Y1:}; la raison en est que, dans l’exemple considéré, 
les micro-opérations composant ces ensembles y sont toujours présentes simulta- 
nément (voir tabl. 10-10). 
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Tableau 11-17 


Correspondance entre les termes, les variables et les fonctions de lAMP 


Eh 


€ 


X (en) 


Ti» Lo 


Y (en) 


Y1» 2 
Us Yo» Y12 
Yo U1e 


U1 U2 


Y10 
U13 Y1s8 
U13 


‘U13» Via 


Y14s Y18 
U13: Vis 


U6 


D (en) 
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où k,, ke, k; sont les coefficients de pondération. Leur rapport est. 
défini par le degré d'importance des restrictions (11-4) à (11-6), 
i.e. des relations entre les paramètres Z, N et À qui sont le nombre. 
des variables d’entrée, ceux des fonctions de sortie et des fonctions 
d’excitation de l’automate, et les paramètres s et t, nombre d'entrées. 
et celui de sorties d’une MLP (s, #, g). Posons k, — k, — k3 = 1. 


Dans notre exemple c (es, e,;) = | {x:, eo, Z3} n D de 2e} | + 
+ | {Vos Yaoh N (Vas Yo} | de | {D:, Da} N {D;,, D:, D;}1 — 
= | és 2 2e} | + | Qe} | + | {D:, D3}| = 3+1+2=6. 


Autrement dit, les lignes 3 et 4 du tableau 11-1 (et aussi du ta- 
bleau 10-3) ont en commun trois variables d’entrée, une fonction de: 
sortie et deux fonctions d’excitation. 

La proximité du terme e; de la partie E"* est donnée par l’expres- 
sion : 


cer E°)= > c(e;, e;). (11-8) 


u 
e;€E 


Enfin, la fonction de poids w (e;, E"“) peut être calculée par la 
formule : 


w (e;, E*) = c(e;, E*) — c (e;, EE"), (11-9} 


qui exprime la différence entre les proximités du terme e; par rap- 
port à la partie £"* et à l’ensemble E KE" des termes non compris. 
dans E*. 

Selon l’algorithme de recherche de la partition x%, la formation 
de chaque partie E"* (u = 1, ..., U) s’effectue en deux étapes. 
À la première étape on inclut dans Æ"* l’élément de base, le terme: 
e;, tel que 


c(e;, E'X{e;}) = max c (e;, E'X{e;}), 
J 


u— 1 
où E’ — EX (U U _E”) est l’ensemble des termes qu’on n’a pas 


encore rapportés à une partie de la partition, e;, e;€ E”, et c (e;, 
E'X {e;}) se calcule par la formule (11-8). On voit donc qu’en qualité 
d’élément de base (premier) d'une partie £" il convient de prendre 
le terme le plus proche de tous les termes non répartis, i.e. des ter- 
mes non inclus dans les parties Et, ..., E“%-1. 

La deuxième étape est itérée. À chaque pas on ajoute à la partie. 
E"* le terme suivant, se conformant à la règle décrite ci-dessous. 
Le processus de formation d’une partie £* prend fin s’il ne reste 


u 
plus de termes à examiner, i.e. EX | U E — , ou si aucun 
m= 1 


terme ne peut être ajouté à la partie Æ* sans que soit violée l’une 
quelconque des restrictions (11-4) à (11-6). 
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La règle de recherche du terme à ajouter à la partie E" se résume 
à ce qui suit. Supposons qu "après le i-ième pas on ait E* — 
— (e,, 6, - . ., €). Au (i + {)-ième pas on calcule par la formu- 
le (11- _9) la Lee de poids w (e;, E"*) pour chacun des termes non 


répartis e, € E {Lt U E*) tel que c(e;, E*) 0. De tous ces termes 
m=i 
on choisit le terme e; tel que w (e;, E"*) — max w (e;, E"), si seule- 
t 


ment son adjonction à la partie E"* n’entraîne pas de violation de 

l’une quelconque des restrictions (11-4) à (11- 6). Si plusieurs termes 

répondent à ces critères, on en choisit un qui présente max c (e;, E"); 
t 


lorsque ce critère est égal pour plus d’un terme, on prend l’un quel- 
conque de ces termes, sous ce rapport équivalents. 

Si les conditions (11-4) à (11-6) s'opposent à l'inclusion dans 
la partie £* du terme e; présentant une fonction de poids w (e;, E") 
maximale, il convient d'examiner, par ordre de décroissance de leur 
fonction de poids, les termes restants, en ne retenant que ceux 
dont la proximité de la partie E" est non nulle. Parmi ces termes, 
on choisit le premier, conforme aux conditions (11-4) à (11-6). 
On examine en dernier, toujours dans le même ordre, les termes 
dont la proximité de la partie E" est nulle: c(e;, E*) = 0. 

L’algorithme séquentiel de recherche de la partition x£ com- 
prendra donc les opérations suivantes: 

1. Former la matrice d’adjacence de toutes les paires de termes 
de l’ensemble Æ£, en inscrivant la fonction de proximité c (e;, e;) 
de deux éléments e;, ej5 € E dans la case se trouvant à l'intersection 
de la ligne à et de la colonne j. 

2, Poser = 1; Ê —#,; 

3. Choisir un élément de base, en procédant comme décrit ci- 
dessus, pour amorcer la formation de la partie u-ième Æ£* de Ia 
partition cherchée xx. 

4. Former la partie ÆE" de la partition ñg. 

9. Si EL’ KE" = @, aller en 8, sinon aller en 6. 

6. Poser E’ — E’XE* et u = u + 1. 

7. Calculer les fonctions c (e;, EX {e;}) pour tous les e; € E”’ 
et aller en 3. 

8. Fin. 

Illustrons le «travail » de l’algorithme proposé sur l’exemple 
de synthèse de l’AMP donné par le tableau 10-3 que nous allons 
réaliser avec des MLP (10, 10, 20). Les données initiales nécessaires 
pour calculer les fonctions c (e;, e;), c (e;, E*) et W (e;, E°) sont 
réunies dans le tableau 11-1. La matrice d’adjacence des termes, 
compte tenu de k, = k, — k; = 1, est représentée par le tableau 11-2, 
dont les lignes et les colonnes portent les numéros des termes de 
l’ensemble Æ (le numéro à correspond au terme e;). Le tableau 11-3 
comporte toutes les données de départ et montre la marche des 


11-2 SYNTHÈSE DES AUTOMATES AVEC DES MLP 805 
À 


Tableau 11-2 
Matrice de proximité des termes 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 


Co D 
Co Co 
æ | 

| oo 
OO Co 
ES ES 
D © 
D © 
© [ES 
CES [æ) 
es > 
ND © 
© ES 
> D 
co = 
an ND 
æ) [æ) 
a Es 
eN = 
= > 
© 
x = 
D © 
(ee) © 


na 
& 
(ge) 
O> 
| 
[A] 
C9 
© 
[EN 
NO 
(A) 
[A] 
ES 
> 
Co 
D 
© 
D 
D 
D 
[EN 
NN 
Co 
[A] 


5 | 0112—3222212110032214 23 
6 |[00233—-52222102002221484 3 
T7|002325—3322101002221342 
8 | O0 10122 3— 3 2 1 2 4 00022 204 21 
9 | 00122233—11101002141411223 
10 | 011222221— 3 5 1 1 0 0 354 1 2 2 4 
M |0022122113—20200121114121 
4 | 014012141215 2— 4 0 0 0 2 3 81241 
13 | 421110010140 1— 1 0 0 14 1 4 0 1 0 1 
8 |[1133121011201—-011111121 
15 | 2 2 4 2 0 0 0 0 0 0 O0 O O0 O— 1 0 O O 0 0 0 0 
16 | 0 0 0 0 O0 0 0 0 0 0 0 O0 O 4 1— 0 0 O O 0 0 0 
17 | 0112322292 8 1 2 4 4 0 0— 4 2 4 3 2 2 
18 [011222221523 114004%4— 30221 
19 | 011222292141 3110023— 2 2 21 
20 | 001141110141 141010014102— 1411 
A | 0112448342 2 1 2 1 4 0 0 32 2 1— 4 4 
2 | 0023244222 2102002221 4— 3 
23 | 0002332131110100211143— 
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opérations de formation des parties de la partition x#. Dans la 
première colonne du tableau sont énumérés tous les termes e, € E. 
Les colonnes 2, 14 et 25 sont réservées aux valeurs des fonctions 
de proximité de chacun des termes par rapport à l’ensemble des 
termes non répartis, à l’étape en cours, entre les parties de la parti- 
tion. D’après notre algorithme, ces quantités servent de critère 
de choix des éléments de base des parties à former. Les colonnes 
3 à 13, 19 à 24 et 26 à 29 comportent les quantités w (e;, E") 
qui sont utilisées pour l’adjonction du terme suivant à la partie 
en cours de formation. Un « plus » inscrit dans la ligne se rapportant 


Ty de dy Zg 1 Ty 
ARRET x ui | 


ps DAT PER 
Ar LUI A Mr \Y 


& 
Ps Re 
HÉCe OL TU Dj 
RETTRE— 
UN Da V6 Dsl Us GŸ Ur D, D, D5D, D, D; D3D, D;DoD3D4 
ÿs . Us 7 Ce : Us Ua Urs 


Fig. 11-8. Schéma logique d’un AMP réalisé avec des MLP (10, 10, 20) 


à la formation de la u-ième partie signifie que le terme correspondant 
à cette ligne est rapporté à cette partie. Par exemple, le terme e, 
est rapporté à la première partie de la partition au cinquième pas 
de la procédure de sa formation. Un « moins » dans une lignesignifie 
que le terme correspondant ne peut pas être ajouté à la partie en 
cours de formation en raison des contraintes (11-4) à (11-6). Aïnsi, 
par exemple, on est obligé à éliminer le terme e,;, comme candidat 
à la partie E* au neuvième pas pour cause de violation de la contrain- 
te (11-5). Pour faciliter le contrôle de l’observation des conditions 
(11-4) à (11-6), on donne dans les trois lignes en bas du tableau 11-3 
les variables d'entrée des termes de la partie en cours de formation, 
ainsi que les fonctions de sortie et les fonctions d’excitation dont 
font partie les termes en question. 


Dans notre cas, la partition 74 se compose de trois parties: 
E° 7 {€ Cor Cgs Car Css Cris C1gs Car 15) e16} 
X (ET) = {ts Los Las Ts Les L7}; 
Ÿ (ET) = {y1, Yes Un Vans Vis Y16} ; 
D (E?) => {D;; D;, D3, D;}. 
20% 
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Tableau 11-4 
Programmation de la MLP, (10, 10, 20) 


Ti To T3 Ta T1 T2 Ts Ts Le To : Yi Ya Ya Ye Vis Vie Di De D3 Ds 
nos Entrées Ë Sorties 

1 2 8 4 5 6 7T 8 9 10 + |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
4 00001 0———1\| e, 4 À 
2 0 00 0 0— — — — — eo 4 1 { . - À 
3 00001 1 0—— | e, À 4 4 À 
4 000011 1—— —| e, 4 1 4 4 1 
5 O1 1——— — 1 | e, 4 4 1 
6 EL TO ln: 1| ex { 1 4 
7 0 0 O0 1! 0  ——— — €13 4 4 
8 0001 1—— — — — Eja FT À 
9 101 0——— 1 — À e,, | 1 1 
10 410 1 0—— — 0 — {| e,, 1 
il le een = — 
20 ————— — — — — — — 

Tableau 11-5 
Programmation de la MLP, (10, 10, 20) 

Ti To Ts Ta Ta Te To T10T11 — a Y3 Ya Us Ve Ye Yio Di De D3 D 
nos Entrées = Sorties 

41 2 3 4 5 6 7 8 9 10, F ]1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
À 0O0111— Q— — — -\ e, 4.14... 1 1 1 
2 4 1411 0—— — 1— | e, 4.14... 14 1 1 
3 14141410 0—— 0— —| e, - 4 . À . À - 1 
4 1141101—— 0— —| + À LL. 
5 01 01—— 0— — —| e, . { 4 1 4 
6 0101—— 1—— —| e,, | + 1 - 1 A . 
7 01 1 0— 0O—— 1 —| e,, |- 1 À 4: À À 
8 01 10———— 0—| ee, |1 . { 4 4 1 
9 01 1 0O0— 1— — 1 —| e,3 | - { 4 1 
40 —— — — — —_  — —  — — — 
2 | ———— — — — — — — — 
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E? — {es, €7, eg, €, E19: 20 Eos €2s C03} ; 
X (E*) = {ty Les Los Lio Tu} ; 
Y (E?) — {Us Yas Us: Vos Us; Yio} ; 
D (E?) = {D,, D:, D;, Di}. 
E* — {ej9, ei, Eur €18} ; 
À (E*) = {x7, Ts, To}; 
Ÿ (E*) = {Y13s Yias Vas} ; 
D (E*°) = {D;, D, D:, Di}. 

Ces expressions conduisent au circuit logique de la figure 11-8. 
On a ajouté les micro-opérations 1, Yir» Yo et Y15 aux sorties 
Uys Uuc» Us Et Y10 de MLP respectivement, car, comme on l’a men- 

Tableau 11-6 
Programmation de la MLP3 (10, 10, 20) 


ne 


Tao To Ta 83 28% — — —|  |vrsViavie Di De Ds Da — — — 
RS | Entrées Ê Sorties 
1 234 5 6 7 8 9 10 + |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
1 LE 010 4 = + ex |A 1 14 4 - 1 
2 1. 1 0. À 0 Dee) LA 4 . 1 
3 drole. 1 1 1 4 1 
4 GO 0 dus) ee |A EE | 
D Ms ci su 2 =: ; 
DO ER . 


tionné au début des raisonnements, les couples en question se ren- 
contrent toujours ensemble. Les tables de programmation de chacune 
des MLP, analogues au tableau 10-1, sont résumées dans les tableaux 
11-4, 11-5 et 11-6. 


11-35. Réalisation triviale de l’automate 
microprogrammé avec des MLP à mémoire 


Rappelons qu’à la différence d’une MLP (s, t, g), une MLP 
à mémoire comporte un registre interne RG de liaison entre les 
matrices M, et M, (voir fig. 11-2, a). Le nombre r de positions 
binaires du registre de MLP (s, #, q, r) est choisi tel que r > 
> ] log , q [. Ainsi, un AMP quelconque dont les nombres L, N et H 
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de variables d’entrée, de micro-opérations et de lignes dans la table 
des transitions respectivement vérifient les conditions 


L<s, N<t, H<3Q (11-10) 


peut être réalisé d’une façon triviale au moyen d’une seule 
MLP (s, t, q, r). Toutes les s entrées et { sorties de la MLP (s, £, q,r) 
peuvent dans ce cas être utilisées par les variables d'entrée et les 
micro-opérations de l’AMP, tandis que lors d’une réalisation de 
l’automate avec des MLP (s, #, qg) il fallait prévoir quelque R 
entrées et À sorties de MLP pour établir des liaisons avec les éléments 
de mémoire de l’AMP, lesquels nécessitaient des circuits supplémen- 
taires. On conçoit que dans certains cas les matrices MLP (s, £, q, r) 
présentent des avantages par rapport aux matrices MLP (s, #, q). 

Si une au moins des conditions (11-10) n’est pas vérifiée, on aura 
besoin pour réaliser un AMP, de plusieurs MLP (s, #, q, r) associées 
dans un montage approprié. Pour un automate avec N > 1t, mais 
L < set H < q, on peut envisager une extension k-uple du nombre 


de sorties d’une MLP (s, #, q, r), k — e x qui consiste, comme 


dans le cas des MLP fs, t, q), à connecter les entrées respectives 
de toutes les 4 MLP (s, #, q, r). Les matrices M, des k MLP (s,#,q,r) 
élaborent les mêmes termes (au nombre H < g), et les kt sorties des 
matrices W, fournissent l’ensemble YŸ = {y,, . .., y} des micro- 
opérations de l’AMP. L'’ensemble Ÿ se laisse décomposer d’une 


façon arbitraire en 4 — El sous-ensembles (parties) contenant 


chacun au plus t éléments. Les micro-opérations de chaque sous- 
ensemble sont réalisées au moyen de l’une des k MLP (s, #, q, r). 
Soit à réaliser, avec des MLP (10, 10, 20, 5), un automate de 
paramètres L — 10, N — 18 et H — 20 donné par sa table de 
structure À. Une extension du nombre de sorties s'impose. A cet 
effet, décomposons l’ensemble des micro-opérations Ÿ = {y;,, ... 
” Len en deux sous-ensembles Y1 = {y,, ..., yo} et Y? — 
dia Imaginons deux nouvelles tables de structure, 

ab. B et tabl. C, qui ne diffèrent de la table À et entre elles que 
par le contenu de la colonne Ÿ;. Nous inscrirons dans la colonne Y; 
de la table B les micro-opérations de l’ensemble Y! et dans la table C, 
celles de l’ensemble Y?. Les micro-opérations qu’on inscrira dans la 
colonne Ÿ; des tables B et C devront l’être dans les mêmes lignes 
que dans la table A. Si, par exemple, à une transition quelconque 
de la table À correspondent les micro-opérations y,, Y3; Yes On 
inscrira dans la colonne Y ; de la table B, sur la ligne correspondante, 
Yi, Ys, et dans la case identique de la table C, on mettra y,+. On 
obtient de la sorte deux automates presque identiques, dont les 
tables de structure B et C ne diffèrent que par le contenu de leur 
colonne de signaux de sortie. Si l’application d’un signal d’entrée 
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X}, produit la transition de l’un des automates de l’état a, dans 
l’état a, accompagnée de l’apparition de la micro-instruction Ÿ5 = 
= Ÿ! en sa sortie, le même signal X, produira la transition (am, &s) 
dans l’autre automate, avec apparition de la micro-instruction 
Y? = Yÿ*. Il est clair que chacun de ces automates peut être réalisé 
d’une façon triviale avec une seule MLP (10, 10, 20, 5) directe- 
ment d’après les tables de structure B et C. 

Si l’on se propose de réaliser, avec des MLP (s, {, qg, r), un auto- 
mate dont soit le nombre de variables d’entrée dépasse celui d’en- 
trées du circuit dont on dispose (L=>s), soit le nombre de lignes de 
la table de structure est supérieur à celui des termes de MLP (4H => 
> q), on devra auparavant décomposer l’automate initial en des 


automates plus simples, susceptibles d’être réalisés avec une seule 
MLP chacun. 


11-4. Décomposition de l’automate microprogrammé 


Rappelons qu’on entend par décomposition d’un automate la 
construction pour l’automate donné S d’un réseau C composé d’auto- 
mates interdépendants. À chaque réseau C on peut mettre en corres- 
pondance son automate résultant Sc. On dit que le réseau C est le 
résultat de décomposition de l’automate S si S, possède un sous- 
automate isomorphe à S. 

Au chapitre quatre nous avons traité des méthodes algébriques 
de décomposition des automates abstraits. On connaît des tentati- 
ves [30] d’appliquer ces méthodes à la décomposition d’automates 
microprogrammés donnés par des tables de transitions du type du 
tableau 8-1. On s’est heurté à nombre de problèmes dont on n’entre- 
voit pas encore la solution. Tout d’abord, la décomposition des AMP 
complique énormément le problème du choix de l’ensemble initial 
de partitions orthogonales, problème qui est déjà très compliqué 
même pour les automates abstraits avec un nombre peu élevé de 
signaux d'entrée, tandis que dans le cas de l’AMP on a affaire à des 
conjonctions ; si une conjonction est composée de k lettres et l'AMP 
a L variables d'entrée, il correspond à la conjonction en question 
2L-R signaux d'entrée. Ensuite, on ne sait pas encore comment 
construire un réseau dont la table de transitions de chacun des auto- 
mates composants ne soit pas aussi volumineuse que celle de l’auto- 
mate qu’on se propose de décomposer. Or, la longueur de la table 
de transitions est le critère des plus importants de la complexité 
du schéma logique de l’AMP. Enfin, reste le problème de réalisation 
optimale de la fonction de sortie du réseau. 

Dans l’ouvrage [12] est proposée une méthode simple de décom- 
position de l’AMP *) qui part des considérations suivantes: 


* Une méthode analogue de décomposition d’automates abstraits est consi- 
dérée dans l’ouvrage [13 
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1) le réseau cherché doit se composer d’automates dont la lon- 
gueur totale des tables de transitions est à peu près égale à la lon- 
gueur de la table de transitions de l’automate initial : 

2) le réseau doit être formé d’automates composants séquentiels. 

La procédure de décomposition d’un automate microprogrammé 
de Mealy sera illustrée sur l’exemple de l’automate donné par le 
tableau 10-3. 

Supposons définie sur l’ensemble À des états internes de l’auto- 
mate à décomposer S — (4, X, Ÿ, Ô, À, a;) une partition n — 
— {A1,..., A*}. Nous reviendrons sur la question du choix de la 


a) 


G(as) (as) T(as) 


b) 


6(4”) au! T(A”) 


Fig. 11-9. Diverses transitions à partir d’un état interne et vers celui-ci (a); 
la même chose pour un ensemble de partition (b) 


partition après avoir terminé l'exposé de la procédure de décompo- 


sition. Dans notre exemple, posons x — 1.5.6, 2.3.9, 4.7.8, ï.e. 
AT = {a;, as, a}, A? = {as, as, ao}, A° — {as, a, as}. Comme 
auparavant, X (a) désignera l’ensemble des variables d'entrée qui 
apparaissent dans la colonne X, de la table de transitions de l’AMP 
dans toutes les transitions à partir de l’état a. De même, Y (a) 
est l’ensemble des micro-opérations de la colonne Ÿ, correspondant 
aux transitions de l’état a. Désignons par G (a;), l’ensemble de 
tous les états, a, é G (a;), à partir desquels existent des transi- 
tions dans l’état a,, et par T (a.), l’ensemble des états dans lesquels 
il est possible de passer de l’état a,, as 6 T (a,) (fig. 11-9, a): 


G (as) = £a; |Ô (a, X;)=a, is}; 
T'(as) = {a; 10 (as, Xj) = a;, j Æs}. 
Pour l’automate donné par le tableau 10-3 on a 


X (as) = {tas Lio}; Y (as) = {Us U5s Us Yos Y10 Yi5} 
G (as) = {ar Go, ao}; T (as) — {as ap}. 
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Introduisons des désignations analogues pour le sous-ensemble 
AT de la partition n: 
X(4)= U ZX (a); 
a EAT 
Y(A47)= Ù Y(a.). 


a LEA 


Avec les notations adoptées, X (4) et Y (47) sont les ensem- 
bles des variables d’entrée et des variables de sortie inscrites dans la 
table de transitions de l’automate dans toutes les transitions et 
à partir de tous les états figurant dans A7. 

Soit G (AT) l’ensemble des états, non appartenant à A7, à partir 
desquels il y a des transitions dans les états de A7, T (47) l’en- 
semble des états, non appartenant à A”, vers lesquels il y a des tran- 
sitions des états de A7”, Q (A) l’ensemble des états de A7 vers 
lesquels il y a des transitions à partir des états appartenant aux 
parties de x autres que A” (états de l’ensemble G (A”)): 


G (A7) = {a; É AT | 6 (a, X3) = a; as € AT}; 
T (AT) = {a; & AT | 6 (as, X;) = a;, as € AT}; 
Q (AT) = {as E A" | O (a, X}) = a,; ai A}. 


On a réuni dans le tableau 11-7 tous ces ensembles pour chacune 
des parties de la partition x que nous avons définie plus haut. 


Tableau 11-7 


Transitions entre les ensembles de la partition 


Am Q(4m) | G(ar) T (A) 
di A5, de dé | da a3 
do, A3, Ag do, 3 | dy, d> | ag 
da, A7, Ag ag | a3 | do, 


A l’automate S et à la partition x on met en correspondance 
un réseau d’automates St, ..., S$? dont le nombre doit donc être 
égal à celui de parties de la partition x. Dans notre exemple, le 
réseau se composera de trois AMP: S1, S? et S°. 

L'automate S® — (B", X®, Y®, Ô", À", ami), m = 1, ... 

.., n, sera défini comme suit. 
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1. Formons l’ensemble B" des états de S” en ajoutant à la partie 
A® de la partition x un état supplémentaire b,,: B" — A | 
U {dm}. Le nombre d'états de chaque automate composant sera 
donc d’une unité supérieur au nombre d'états rapportés à la partie 
correspondante de la partition n. Dans notre exemple: 


PB — {b:, VAE Œ5) 6} : 
B? — {b:, @o) @3; Go} , 
B° — {D3, as 7; ag}. 


2. Les variables d’entrée de l’automate S’”* seront définies comme 
suit : 


X" = X (Am) UZF. (11-11) 


Ici Z* sont des variables supplémentaires nécessaires pour assu- 
rer la liaison de l’entrée de l’automate S7 avec les autres automates 
du réseau. Pour déterminer Z? on met en correspondance à chaque 
état as € Q (AT) une variable d’entrée z,, de même indice s, de 
l’automate microprogrammé S”. Alors, ainsi qu’on le montrera 
plus bas, si l’automate initial qu’on cherche à décomposer possède 
une transition de a; A” dans a, € À”, l’automate composant qui 
admet l’état a; produira le signal de sortie (micro-opération) z, 
qui fera prendre à l’automate S” l’état a, : 


Zx — {Zs | Ô (ai, X ») = 4; 4 € AT, ai é AT}. 


La colonne Q (4”*) du tableau 11-7 nous donne: Z% = {26}; 
Z% = {2:, 23}; ZE — {zs}. Conformément à (11-11) on a: 


AT = ris Do as si 26): 


X? = (Ts Tes Lips Lis 22: Z3}; 


X° = {ty, Les Los Z8}- 


3. Les variables de sortie de l’automate composant S7 seront 
définies comme suit : 


Ym = ÿ (4) U ZT. (11-12) 


Ici Z7 sont les variables supplémentaires nécessaires pour assurer 
Ja liaison de la sortie de l’automate ST avec les autres automates 
composants. Pour déterminer Z} on met en correspondance à chaque 
état a; € T (AT) une variable de sortie z;, de même indice j, de 
l’automate S7: 


Zy = {zj | 0 (as, X;) = a;; as E A”, a; 4 A}. 
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La colonne T7 (4) du tableau 11-7 nous donne immédiatement : 
25 = {23}, 25 — {23}; Z5 — {2:, 26}. (Conformément à (11-12) 
on a: 


Yi — {Yu Uos Us Vito Vos Vics UYirs 23}; 
V? = {Ys, Us Ygs Yes Yior Yiss 28}: 
VS = {ya, Yes Yiss Yras Yass Ze Z6}- 


4. Définissons les fonctions de transition et de sortie de l’auto- 
mate composant S”®. Supposons que dans l’automate initial S 
l’application d’un signal d’entrée X, produit une transition de a; 
dans a; et l’apparition du signal de sortie Y; (fig. 11-10, a): 


Ô (ai, Xn) = 4j; À (ai, X}) = Yi 


et soit a; € A, i.e. a; est un état de l’automate S”. Deux cas peu- 
vent se présenter : 

a) a; € A, i.e. a; est un autre état de l’automate S®. On pose 
alors 


0 (a;, X7) — Ô (@, Xp) = àa;; A7 (ai, Xp) = À (ai, X3) = Yi 


et le sous-graphe de l’automate S® correspondant à cette transition 

est le même que le sous-graphe de l’automate S de la figure 11-10, a. 
Dans notre exemple, la troisième ü) 

ligne du tableau 10-3 comporte la tran- Xp Y 

sition (a, &6), qui se produit sous 

l’effet du signal zx,x,x3, et la micro- 

instruction Ÿ} — {y:, y12}. Comme 

a, et aç sont des éléments de là par- D) x YU£z} 

tie A! de la partition x, l’automate 

S1 doit lui aussi posséder une transi- 

tion (ay, &@6): 


Ô7 (a; TiToTe) — 6; 


Mas rt) = {as Ua): 


; Fig. 11-10. Construction des 
: b) aj € A? (pm), ie. aj ESt UN transitions dans des automates 
état de l’automate composant SP. composants 


Les états a; et a; sont donc des états 

de deux automates différents. Nous dirons que dans ce cas l’auto- 
mate S® excite :l’automate S?. Définissons dans l’automate S7 Les 
fonctions de transition et celles de sortie comme suit (fig. 11-10, b): 


6 (a;, Xy) = dm; A (a, Xr) = Ya U £z;}, (11-13) 


où z; est une micro-opération supplémentaire élaborée dans l’auto- 
mate S® et représentant un signal d'entrée pour l’automate SP. 
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Pour l’automate S? les fonctions de transition et celles de sortie 
sont (fig. 11-10, c): 


ô? (>; Z;) — Ô (ai, À) — adj; 7 (>, z;) = Ÿ,; 
Ô (Op; ;) — bp; M (bp; z;) = Yo. 


Y, est la micro-instruction vide, le signal vecteur qui lui correspond 
a toutes ses composantes nulles. L'indice j de la micro-opération 
z; est égal au numéro de l’état a; de l’automate composant SP. 

Dans notre exemple, la quatrième ligne du tableau 10-3 comporte. 
la transition (a;, a:), qui se produit sous l’action du signal xx, 
et la micro-instruction Ÿ, = {y,, y.}. Comme a, € At et a: € À?, 
le même signal x,x,x, doit produire dans l’automate ST une transi- 
tion dans l’état supplémentaire b,. A la sortie de St apparaîtront. 
la même micro-instruction {y,, y.} et la micro-opération z,; dont 
le numéro est égal à celui de l’état de transition a;: 


O7 (ay, Titots) = bi, M (a, ditots) — {Yxs Yes 23}. 


Dans l’automate S° il y aura, conformément à l’expression (11-14). 
une transition de l’état supplémentaire b, dans l’état a; sous l'effet 
du signal d'entrée z, avec l'élaboration de la micro-instruction 
vide Y,: 


(11-14) 


0 (0: 25) = ass NON 


Le nombre d'éléments de l’ensemble Z? des variables d’entrée 
supplémentaires de l’automate composant S” est donc égal au 
nombre des états, appartenant à l’ensemble Q (47), dans lesquels 
dans la table des transitions de l’automate S dont on recherche 
une décomposition il y a des transitions à partir des états non apparte- 
nant à À”. Le nombre d'éléments de l’ensemble Z7 des micro-opé- 
rations de sortie supplémentaires de l’automate composant S” 
est égal au nombre d'états, appartenant à l’ensemble 7 (47), dans 
lesquels dans la table des transitions de l’automate à décomposer S 
il y a des transitions à partir des états de l’ensemble A7”. 

On a évidemment 


n : n : 
HZ: Ur 2. 
i=1 i=1 
5. L'état initial a», de l’automate composant S” sera défini 


comme suit : 


_ f a, Si a € A7; 
Œm1 — | b,, dans le cas contraire. 


Ainsi donc, à l’époque initiale, tous les automates composants 
sont dans les états du type b,, sauf celui dont l’état initial coïncide 
avec l’état initial a, de l’automate à décomposer S. 
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Les tables des transitions des automates composants S1, S? 
et S% sont les tableaux 11-8, 11-9, 11-10 respectivement. Le réseau C 
de trois automates est représenté sur la figure 11-11. La construction 
des tables des transitions des automates composants est immédiate. 
Les lignes de la table des transitions de l’automate S sont reportées, 
l’une après l’autre, dans les tables des transitions des automates 


TZ Ty Ty Ty Ty T9 
Ty | dr Te | Tr Te 
A trre/ \rn 
# JoN re Y JS U1o YEN Usa 
Y  Y7 Ur 43 Us ÿis Ya Vis Vie 
1 Ur ÿo 


Fig. 11-11. Réseau de trois automates composants 


composants. Supposons qu’au pas { on examine la ligne # de la 
table des transitions de l’automate S, dans laquelle est inscrite 
la transition a;a;X},Ÿ3. Si l’état a; appartient à l'ensemble A7 
de l’automate S”, la ligne t est reportée dans la table des transitions 
de l’automate S”. Si, en outre, a; et a; sont deux états d’automates 
différentes (a; € A", a; € A?), on ajoute dans la colonne Y, de la 


Tableau 11-8 


Table des transitions de l’automate composant S1 


Yi 


Yiÿs 
YrYoU12 


YoU12 
‘ Y1Y2233 


UYrU11 
U16Y17 


Y1Yo 
Ui6U17 
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Tableau 11-9 
Table des transitions de l’automate composant S? 


Y5Y8Y9Z8 
U10Y15 


U5Ys8U9 


Y3YsY9 
U10Y15 


{ 
2 
3 
& 
5) 
6 
7 


= 2 
= © << | 00 


Tableau 11-10 
Table des transitions de l’automate composant S3 


©" 


aa da TT U13V18 1 
bg T7 V1826 2 

lg TA Y13Y14 3 

a? | b3 | T8 | Y1aY1822 | 4 
da Zg Y15V18 9 

ds | di | To | V6 | 6 
VaVe 1 

FE ur 

— 9 


table des transitions de l’automate S® la micro-opération z; et 
l’on inscrit dans la table des transitions de l’automate S? la transi- 
tion (b,, a;) sous l’effet du signal z; et la micro-instruction vide 
Yo = ©. Le nombre de lignes k" de la table des transitions de 
l’automate S” est évidemment égal à 


kR® — h(A7) +10 (A7 1+ T1, (11-15) 
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où À (A) est le nombre total des lignes de la table des transitions 
de l’automate S dans lesquelles sont inscrites des transitions à par- 
tir des états de l’ensemble A”, et l’unité tient compte de la transi- 
tion bp — b;. 

I1 est clair, de la méthode même de décomposition, qu’à chaque 
époque au plus un automate peut être excité, i.e. le fonctionnement 
des automates composants est séquentiel, sauf à des instants d’exci- 
tation (les transitions de la figure 11-10, b et c). Alors, si l’automate 
S® est excité (se trouve dans un état du type a;), tous les autres 
automates composants sont dans des états du type db, (p = 1, ... 

..,Mm—1Â,m+1,...,n). Par conséquent, on a toujours 


À ;À ; — 0 


pour a; € AT et a; € A?. À; et À; sont comme auparavant les con- 
jonctions des éléments de mémoire qui correspondent aux états 
a; et a;. 

Lorsque le nombre des états Q (4) de l’ensemble A” dans 
lesquels il y a des transitions, dans l’automate à décomposer, à par- 
tir des états appartenant à d’autres ensembles, est supérieur à deux 
(|Q (4") | > 2), il est bon de coder les signaux d'’entrée qui provo- 
quent les transitions à partir de l’état b,, dans les états appartenant 
à l’ensemble Q (A). Soit, par exemple, Q (A7) = {a;, . .., ar}. 
Introduisons l’ensemble U? = {u,, ..., ur} de variables d’entrée 
binaires, où F# — ] log, (R + 1) [. Codons chaque état a, de l’en- 
semble © (4) par un code binaire de longueur F: 


K (a) = (er, . . ., er); & CE, 1}, f—=1,..., F. 


Si alors, dans l’automate à décomposer S, il y a une transition 
de l’état a; € A? dans l’état a, € A" (p  m) sous l’effet du signal 
d'entrée X,, il y aura dans l’automate S” une transition de b, 
dans a, provoquée par le signal (e,,, . . ., e,r), tandis que sa table 
de structure comportera au lieu du signal d’entrée z, la conjonction 


F 
71 Tr _—. 


0 
Fu, UF — 
f=1 


e — 
DA Uj=U;, Uj=uU;. 


Le même signal, qui est cette fois un signal de sortie, sera délivré 
par l’automate composant S? lorsqu'il passe de l’état a; dans l’état 
b sous l’effet du signal d’entrée X,. L’une des séquences d’entrée 
des valeurs des variables u,, . .., ur, par exemple la séquence 
nulle, est réservée au signal d’entrée qui maintient l’automate S” 


dans l’état b,, lorsque l’un quelconque des autres automates compo- 
sants est excité. 
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11-5. Synthèse des automates microprogrammés avec 
des MLP à mémoire 


S'il s’agit de réaliser un automate microprogrammé S — 
= (4, À, YŸ, Ô, À, a,) dont le nombre Z de variables d’entrée ou 
le nombre Æ des lignes de la table de structure dépassent respective- 
ment le nombre d’entrées ou celui de termes de MLP (s, #, q, r),on 
peut procéder par les méthodes de décomposition décrites plus haut. 
Le problème consiste en l'occurrence de rechercher, d’après une 


partition choisie x = {A4!, ..., A"} sur l’ensemble À des états 
de l’automate S, un réseau d’automates composants S® — (B7, 
X®, YM, 0", À, Ami), M —= À, ..., n, qu'on réalise ensuite avec 


des MLP (s, t, q, r). Les conditions suivantes sont à respecter: 

1) le nombre de variables d’entrée à appliquer sur chacun des 
automates S7, y compris les variables d’entrée supplémentaires en 
provenance d’autres automates composants, ne dépasse pas le nombre 
s d'entrées de la MLP (s, #, q, r); 

2) le nombre de variables de sortie (micro-opérations) de chacun 
des automates S®, y compris les variables de sortie supplémentaires 
prévues pour l’excitation d’autres automates composants, ne dépasse 
pas le nombre ft de sorties de la MLP (s, #, q, r); 

3) le nombre k" de lignes de la table de structure de chaque 
automate S” ne dépasse pas le nombre de termes de la MLP (5, #,q,r);: 

4) le nombre R" d'éléments de mémoire nécessités par chaque 
automate S”* ne dépasse pas le nombre r d'éléments de mémoire 
dont dispose une MLP (s, #, q, r). 

Ainsi donc, le problème de la synthèse d’un automate micro- 
programmé S avec des MLP (s, #, q, r) se ramène à la recherche 
d'une partition x — {A41, ..., A*} à nombre minimal de parties, 
dont chaque ensemble A7 définit un automate composant S7 (m — 
— 1, ..., n) tel que: 


[ATI<S; (11-16) 
IYTI<1?; (11-17) 
km € g: (11-18) 
RPC, (11-19) 


Ce problème diffère essentiellement du problème, formulé au 
$ 11-2, de la synthèse d’un AMP S avec des MLP combinationnelles 
par la nécessité de tenir compte de l’ensemble des liaisons Z® et 
Zy (m = 1,...,n) entre les automates composants du réseau C 
réalisant l’automate initial S. 

Voyons comment se cherche la partition x par un algorithme 
approché séquentiel. L’exposé sera illustré sur l’exemple de la 
synthèse de l’automate donné par le tableau 10-3, qu’on se propose 
de réaliser avec des MLP (10, 10, 20, 5) ayant 10 entrées, 10 sor- 
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ties, 20 termes et 5 bascules du type D. D'après le tableau 10-3, 
on construit le tableau 11-11, en mettant en correspondance à chaque 
état a; les ensembles X (a;) et Y (a;) des variables d’entrée et des 
variables de sortie inscrites en regard de toutes les transitions à par- 
tir de a;; l’ensemble G (a;) des états à partir desquels il y a des 
transitions dans a; (a; & G (a;)); l’ensemble T (a;) des états dans 


Tableau 11-11 


Caractéristiques des transitions à partir des états de l’'AMP S 


| X (ai) Y (ai) | G (ai) | T (a;) h (ai) 

dj Lys Tor Ts Ur» YoY12 dé gs A5, 6 4 
a2 Te : Y3r V5 Az, Ag as 2 
ag : Las T0 | Ysr Y5s Vs Yro dj do, A9 gr A9 3 

- &a T7, Lo U13r Yias Vis dy, lg gr Ag 3 
ds TZ] Ur: Yie : a] deg 2 
dé T5 Us Us: Vie dis das 5 a] 2 
a; Tg U1g» Uiar Vis : ag do; a 2 
lg Lo Uas Ve Ag) A Aa A 2 
3 


ag Te» Li1 Ugr Y5s V8: Y10 az do, Ag 


lesquels il y a des transitions de l’état a;, ainsi que le nombre h (a;) 
de lignes qui comportent des transitions à partir de l’état a;. De 
même que précédemment, on a omis d'inscrire dans le tableau 11-11 
les micro-opérations Yi; Yo: Yuss Y1r QUI se rencontrent, dans le 
tableau 10-3, toujours en association avec respectivement les micro- 
opérations y;, YUg; U10 Et Yre- On voit immédiatement du tableau 11-11 
qu'on ne peut pas combiner arbitrairement les états de l’automate 
initial en vue d’en former des ensembles de la partition cherchée x, 
car il peut s'avérer que l’automate composant correspondant ne 
saurait être réalisé avec une seule MLP (10, 10, 20, 5). Par exem- 
ple, si À" — {a,, +, as, a}, deux contraintes, (11-16) et (11-17), 
se trouvent violées à la fois, car pour l’automate S® on aurait: 
X (A) — {T1 Lo, Lg Lys Les Lys Lo; T10} ; Zx — {21 293 23 Za}; 
puisque dans chacun des états a,;, à, as, aa il y a des transitions 
à partir des états qu’on n’a pas inclus dans A” (cf. les lignes 5 
à 9 dans la colonne T (a;) du tableau 11-11); X7 = X (4) [j Z?, 
Res | — 12 ; 4 (47) LE {Y1 UPE U 3 U5» Us» U10» U12» U13» Ua Vis} ; 
ZY = {Z5, 26» 28 29}, Puisque à;, As, Ass Go € T (A) (cf. les lignes 
1 à 4 dans la colonne T (a;) du tableau 11-11); Y® = Y (4) UZ7, 
LEFT 


21—0723 
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Tout comme dans le $ 11-2, les trois critères essentiels suivants 
seront utilisés dans l’algorithme séquentiel : 

1. c (a;, a;), proximité de deux états a; et a;; 

2. c(a;, AT), proximité de l’état a; et de l’ensemble A4”; 

3. w (a;, AT), fonction de poids de l’état a; relativement à l’en- 
semble A € À. Ici a; est l’état non inclus dans l’ensemble 47” 
(a; E AXAT), et w (a;, A”) est le critère de choix de l’état suivant 
à inclure dans l’ensemble 4°” de la partition 1. 

La proximité de deux états se définit par l’expression 
ca, aj)=ki-|X (@)NX(a;)l +k2-|Y (a) NY (a;)|+- 

+ks(1G(@)NG(a;)+IT (a)NT (a;)1 + Ka}NT (a;)l + 
+ H{a}NT (al). (11-20) 

Le terme de (11-20) affecté du coefficient k; permet d’estimer le 
nombre d'états communs à partir desquels il y a des transitions dans 
a;ieta;(G (ai) N G (a;)), ceux dans lesquels il y a des transitions de 
a;eta;(T (ai) N T (a;)), ainsi que de juger si les états a; et a; eux- 
mêmes font partie des ensembles d’états dans lesquels il y a des 


transitions de a; et a; respectivement. Dans notre exemple, posons 
ki = ko = k3= T1 On a ca, as) = | {té} N {tas Lio} | + 
+ Us: V5} (Us: Us Us Viohl + I(@7, Ge} N{as, a, ae}| + 

+ [{as}N{as, a0}] + az} Nas, ae] + [{as} N{as}|= 4. 

La proximité de l’état a; et de l’ensemble A” sera définie comme 

suit : 
ca, A")= }| ca, à;). (11-21) 
a EAT 

La fonction de poids W (a;, A”) peut être définie par la relation 
W (a;, A) = c(a;, AT) — c (a;, AXAT), (11-22) 
c’est la différence des proximités entre l’état a; et l’ensemble À” 
d’une part et l’état a; et l’ensemble À K A7 des états non appartenant 

à AT d'autre part. 

L'’algorithme de recherche de la partition x est presque le même 
que celui que nous avons employé pour la recherche de la partition 
nÆ lors de la synthèse d’un AMP avec des MLP combinationnelles. 
La formation de l’ensemble À” se fait en deux étapes. À la première 


étape, on inclut dans l’ensemble 4” l’élément de base — l’état 
a; — tel que 


c (ai, A'X{a;i}) = max c (a;, A'X{a;}), 


m—1 
où À’ — À NI U A!) est l’ensemble des états non rapportés, vers 
k==1 


l’instant considéré, à aucune partie; a;, a; E A',etc(a;, A'X{a;}) 
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est défini par la formule (11-21). Aïinsi donc, en tant qu'élément 
de base de l’ensemble À” on choisit l’état le plus proche de tous les 
états qui attendent à être répartis, i.e. aux états non inclus dans 
les ensembles At, ..., A®-1, 

A la deuxième étape, itérée, on calcule à chaque pas, par la 
formule (11-22), la fonction de poids w (a;, A") pour chacun des 


états a; EAX| N A*) tels que c(a;, A") Æ 0. Parmi les états 
k=1 


vérifiant cette condition on choisit un état a; avec w (a;, AT) — 


— max w& (a;, À") si son inclusion dans l’ensemble A7 n’enfreint 
t 


aucune des restrictions (11-16) à (11-19). Lorsque ce critère est le 

même pour plusieurs états, on choisit parmi eux celui qui présente 

max c (a;, A”); dans le cas où ce critère est lui aussi égal pour plu- 
t 


sieurs états, on inclut dans l’ensemble À” l’un quelconque de ces 
états. 

Si les restrictions (11-16) à (11-19) s'opposent à l'inclusion dans 
l’ensemble A” de l’état a; présentant la fonction de poids maximale, 
on examine, dans l’ordre de décroissance de leur fonction de poids, 
les autres états non répartis dont la proximité de l’ensemble 4” 
n’est pas nulle. On en choisit le premier venu conforme aux condi- 
tions (11-16) à (11-19). En dernier lieu et dans le même ordre on 
examine les états a; avec c (a;, A") = 0. Le processus de formation 
de l’ensemble 4” est terminé si la liste des états est épuisée ou bien 
si les restrictions (11-16) à (11-19) n’autorisent d'y inclure aucun 
des états qui restent. 

Reprenons notre exemple de synthèse de l’'AMP donné par le 
tableau 10-3 avec des MLP (10, 10, 20, 5). Les données initiales 
pour le calcul des critères c (a;, a;), c (a;, A”) et w (a;, A”) sont 


Tableau 11-12 
Matrice de proximité des états 


& de az ay a; UP a; lg ag 
ä — 1 1 1 3 & 0 0 1 
do 1 — 4 1 0 0 1 0 5 
az 1 4 — 1 1 1 0 1 6 
Un 1 1 1 — 1 1 5) 3 0 
d; 3 0 1 1 — 3 0 QC 0 
ŒG 4 0 1 1 3 — 0 1 0 
a; 0 1 0 5) 0 0 — 2 À 
Ze 0 0 1 3 0 1 2 — 1 
do 1 5) 6 0 0 0 1 1 — 
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Tableau 11-13 
Formation des ensembles de la OR ee EN RE ORORUE d' 
c (ai W (dj, D TE w (a;, A?) 
A se 


ilalsalalslels | 3 [file lslals|e]r]f/)sls]s 8 | 9 | 10 


do 12 | —à 6 (Ge) — + de 

as | 15 | © | + CO SE EE 0 ER = 

dy 43 |—A11 |—18 | |A GS + | + 

as | 8 | —6| —6 | —6 | —6 | —4 | —4 | — 6 0 6| © 
GR 10 | —8| —8 | —8 | —6 | —2 | —2 7 11! + 
a; 9 | —9 | —7 | —5 | —1 | 11 


ag | 8 | —6 | —4 | -4 


( 
TR ES a 
a | 44 | —2| @ | + 


+++) 


réunies dans le tableau 11-11. Le tableau 11-12 donne la matrice 
de proximité des états avec k, — k, — k3 — 1, et le tableau 11-13, 
analogue par sa structure au tableau 11- 3, le processus de formation 
des ensembles de la partition x. Dans |’ exemple considéré, la parti- 
tion x se.compose de deux ensembles: 


= {At, 4°); 
A1— {a;, Gs, Gi, An Ag As}, A? = {a;, &5, aç}. 
Les tableaux 11-14 et 11-15 sont les tables de structure des auto- 
mates construits en conformité de la partition x, la figure 11-12 


Ty Z7 Lg Ty I Lg 
TG | Lg | Ty To T5 


4 
| 


YaN 6% rot Usa ÿ2 Ur2 
95 Us Uslchs dis ÿ y7 Ur6 
Ua . G11 Ur7 
Fig. 11-12. Schéma logique d'un AMP avec des MLP (10, 10, 20, 5) 


en donne le schéma logique. Les tableaux 11-16 et 11-17 illustrent 
la programmation des MLP en conformité des tables de structure 
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nn ren su Tübieau 11-14 


Automate composant S1 


Am K (am) üs K (as) Xh Y+ Tai D} h 
is | 000 | À 000 | . e | = 1 
3 001 Te YaUs D; 2 

: Ag 001 la 001 Z10 YaUs D; 3 
ag 100 T3T10 UEVE D; 4 

y : 101 La10 Y10 D,D3 5) 

di 010 di 010 2:29 Y13V18 D; () 
b, 110 L: U1326 | D,D, 7 

AR 100 Li Yrsÿr: D: 8 

a OM | a, 000 | a Yrabe | — 0 
| | a 010 Ts VisUie D, . 107 

7 100 2, | 010 % ” D, 11 
a; 011 Le YaYe D,D3 12 

a 101 a | + mæu | yus | — | 13 
az 001 Lg - VER D3. | 14 

ag 101 TeT11 U10 DD; 45 

b 110 | as 00! | 23 » D, | 16 
b,. 110 23 — D,D, | 17 
Tableau 11-15 

Automate composant S? 

Am | K (am) s | K (as) | Xh Y; | Dh h 
& 00 ai 00 L1To Yÿo — | _ {À 
as ( T1 Y1Y2V12 D; 2 

le 10 TiToTa | YoY1e | D; 3 

ba 11 ae Y1V2%3 | DiD; 4 
ets ete 
de 10 Di 6 

Ze | 16 | &i 00 | Ts Le YiY2 - — | 7 
| & 00 T3 — 8 

b, 11 | ag | 10 n 2, D, 9 
1. be 11 Zg DD, .1 10 
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des automates (tableaux 11-14 et 11-15). On remarque que le ta- 
bleäu 11-16 ne comporte pas de terme e, correspondant à à la première 
ligne du tableau 11-14. La raison en est qu'il n’entre dans aucune 
fonction d’excitation de mémoire ou fonction de sortie. Comparant 
les figures 11-12 et 11-8 on remarque qu'avec des MLP à mémoire 
on a pu résoudre le problème avec un nombre de MLP moindre que 
dans le cas des MLP combinationnelles, pour des paramètres 5, 1 
et q identiques. .-. 

La recherche de la partition w'sur l'ensemble A des états de 
l’'AMP S, dans le cas où l’on se propose de le réaliser avec des 
MLP (s, £, q, r), se trouve notablement compliquée par les restric- 
tions (11-16) et (11-17), car même dans les automates de complexité 

moyenne le nombre Z de variables 
A9: 9 Ge Ujg ‘Ge ae d'entrée et le nombre !V de varia- 
| | | bles de sortie dépassent de beau- 
lg RSR 
coup les nombres s et t d'entrées et 
2) de sorties respectivement d’une 
MLP (s, t, q, r). Il est donc dési- 
a, & A+ op rable que deux automates compo- 
> De | sants quelconques S" et SP? aient 
| l'intersection de leurs ensembles 
L 5) L de variables d'entrée X (4A”) et 
X (4?) ou de sortie Y (47) et 
L  Y (4?) vide ou, à la rigueur, mini- 
Le Ta U4——47 male (ou des deux à la fois). On 
d à 2 î IR y parvient, pour autant qu'il est 
. possible, en introduisant certai- 
C) nes relations sur l’ensemble À des 
états de l’AMP à l'appui de sa 

Fig. 11-13. Graphes des relations table des ARRET 
@ (a), @ (b) et & (c) Ainsi, au paragraphe 108. 
en procédant au changement de 
variables au cours de la réalisation matricielle d’un AMP, nous 
avons introduit une relation ©. Rappelons que deux états a; et 
a; (i == j) d’un automate S vérifient la relation © (a;wa;) si et seu- 
lement si l'intersection des ensembles X (a;) et X (a;) n’est pas vide: 
X (a) NA X (a;) Æ ©. Construisons le graphe l', de cette relation 
(fig. 11-13, a) pour l’automate S donné par la table 10-3. Au graphe 
T', on peut mettre en correspondance, sur l’ensemble À, une parti- 
tion n, de façon à associer dans un sous-ensemble de x, les états 
d'une même composante connexe de [',. La situation illustrée par 

la figure 11-13, a est la suivante: 


nm = 1.5, 2.9, 3, 48, 6, 7. 
Soient A" et 4? les ensembles de sommets des composantes 
connexes m-ième et p-ième respectivement du graphe [,. Si 
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X(4”)= UÙU ZX(a;) et X(4)= U ZX(a;), on a 


a; A a;cAP 
X (4) NX (4°) == @ (11-23) 
poumÆp,m,p—=il,...,n quelconques, n étant le nombre de 


composantes connexes du graphe [',. Si alors, dans le problème de 
décomposition de l’automate S; on choisit x, en tant que partition 
initiale, pour tout couple d’automates composants l'intersection 
de leurs ensembles de variables d'entrée sera vide. 

Souvent le réseau de décomposition cherché doit vérifier, outre 
les restrictions exprimées par la relation (11-23), certaines autres 
restrictions. On peut, par exemple, donner à l’avance le nombre 
d’automates composants qui peut s’avérer plus petit que celui des 
ensembles de la partition x,, ou bien le nombre d'états dans les 
automates composants doit être plus grand que le nombre d'éléments 
de la partie correspondante de la partition x,. On construit alors, 
au départ de la partition x,, une partition 4 > st, en réunissant 
certaines parties de x, en une seule. Lorsque, dans le problème de 
décomposition, on choisit en tant que partition initiale la partition 
To, elle aussi vérifiera les relations du type (11-23). 

De même, on peut donner sur l’ensemble des états de l’automa- 
te S une relation œ telle que a;pa; (i =£ j) si et seulement si l’inter- 
section des ensembles respectifs de micro-opérations dans toutes 
les transitions à partir des états a; et a; n’est pas vide: Ÿ (a;) f 
N Y (a;) Æ ©. Alors, si l’on choisit en tant que partition initiale 
la partition n,; ou une partition 54 > Tv, pour tout couple d’auto- 
mates composants S” et ST? les ensembles de variables de sortie 
n’ont pas eux non plus de variables communes: Y (4%) MN Y (4?) — 


— G. 
Le graphe l, de l’automate S (fig. 11-13, b) nous donne 
fo = 1.5.6, 2.8.9, 4.7, 8. 


Si l’on définit, sur l’ensemble À, une relation « telle que a;œa; 
(i  j) si et seulement si l'intersection des ensembles des variables 
d'entrée ou des micro-opérations pour toutes les transitions à partir 
des états a; et a; n’est pas vide, i.e. (X (a;) A À (a) = ©) \ 
V (® (a) NY (a) = ), alors en admettant comme partition 
initiale x, ou une partition 7, > ñ, on s'assure la séparation 
des variables d'entrée et de sortie des automates composants. Directe- 
ment de la figure 11-13, c on obtient pour l’automate S la partition 
Tax — 1.0.6, 2.3.9, 4.7.8, laquelle a été utilisée dans le $ 11-4 pour 
la réalisation de l'AMP S à l’aide d’un réseau de trois automates 
composants. La solution la plus intéressante, du point de vue pra- 
tique, du problème de la décomposition est celle où les variables 
d'entrée ou les variables de sortie (ou les unes comme les autres) 
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des automates composants se séparent, et en outre le nombre de 
liaisons entre eux est minimal. Le problème se ramène à la recherche 
d’une partition 16 > To (yo > Ayo OU Au > Ta), Plus exactement, 
on cherche à réunir entre eux certains ensembles de la partition x, 
(resp. x où n,) de façon à minimiser le nombre de liaisons entre 
les états échus dans différents ensembles. Aïnsi, par exemple, la 


partition x — 1.5.6, 2.3.4.7.8.9 utilisée lors de la synthèse de l’auto- 
mate $ avec des MLP (10, 10, 20, 5) s'obtient par fusionnement 
du deuxième et du troisième ensemble de la partition nn, (nr >1na). 
Remarquons pour conclure qu’il existe des automates qui n’admet- 
tent pas de partitions sur les ensembles de variables d’entrée ou de 
sortie, tandis que l’algorithme séquentiel que nous venons de consi- 
dérer permet toujours de minimiser le nombre d'éléments dans l’in- 
tersection des ensembles d'entrée et de sortie. 
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